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$ 26. Тригонометрическя функщи. Прямоугольный 
треугольникъ. 


1. Въ планиметри мы узнали, что между сторонами и углами тре- 
угольника имфется извЪстная зависимость. 

Теоремы о конгруэнтности треугольниковъ обнаруживаютъ, что 
треугольникъ вполнф опредфленъ по формф и по величинЪ, если въ немъ 
даны либо три стороны, либо двЪ стороны и уголъ, между ними заклю- 
ченный, либо сторона и два прилежащихъ угла. Если даны двЪ стороны и 
Уголъ, противолежаций одной изъ нихъ, то треугольникъ этими данными 
тоже опредфляется, если не однозначно, то, и не болфе, чфмъ двузначно. 

Мы можемъ, такимъ образомъ, сказать, что всяюЙ разъ, какъ изъ 
шести элементовъ треугольника трехъ сторонъ и трехъ угловъ--даны 
каке-либо три, они опредфляютъ уже три остальные. Единственное 
исключене отсюда представляютъ три угла, такъ какъ они не независимы 
другъ оть друга, а имфютъ постоянную сумму въ два прямыхъ. Три 
угла фактически составляютъ, такимъ образомъ, только два данныхъ, 
а потому ихъ и недостаточно для опредфленя треугольника. Въ болфе 
общей форм можно было бы сказать, что всяЙ разъ, какъ между 
шестью элементами треугольника даны три кавя-либо зависимости, то 
весь треугольникъ опредЪляется либо однозначно, либо многозначно. На 
этомъ основываются многочисленныя конструктивныя задачи, въ которыхъ 
требуется построить треугольникъ по тремъ даннымъ: напримфръ, по 
тремъ высотамъ, по радусамъ вписанной или описанной окружности ит. д. 

Если мы хотимъ прослфдить эти соотношеня аналитически, то 
нужно замбтить, что углы и отрЪфзки сами по себь представляютъ 
совершенно различныя вещи, измБряемыя соотвфтственно раз- 
личными единицами. Единица въ томъ и въ другомъ случа пред- 
ставляеть собой совершенно произвольно выбранный объектъ, но одно- 
родный съ измфряемымъ: опредъленный отрфзокъ въ одномъ 


1+ 
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случаь и опредЪленный уголъ въ другомъ случаЪ. Углы и отрЪзки 
могутъ быть, конечно, выражены числами; но это суть числа различнаго 
рода, нисколько не связанныя другъ съ другомъ. 

Для измъреня отрЪзковъ повсюду въ наук принята метрическая 
система, такъ что единицей служитъ метръ или сантиметръ. Углы въ прак- 
тическихь примфненяхъ измфряются исключительно градусами, минутами 
и секундами; при чемъ прямой уголъ дфлится на 90 равныхъ частей, 
называемыхъ градусами; гралусъ_ на 60 минутъ, минута —на 60 секундъ. 
Тупой уголь имфеть больше 90 гралусовъ, а выпрямленный — 180 граду- 
совъ. Въ послфднее время возникли стремленя ввести и для угловъ де- 
сятичныя дЪфленя; именно, дфлить уголь на 100 градусовъ, которые и 
далыше дфлить десятично. Такое десятичное дфлеше имфло бы большое 
преимущество на практикф; однако, по настоящее время тригонометри- 
ческя таблицы еще не приспособлены къ этому дЪфленйю. 


2. Если мы желаемъ выразить зависимость между углами и сторо- 
нами треугольника при помощи уравненй, то нужно выразить при по- 
мощи чисель не самые углы, а нфкоторыя друМя величины, зависящйя 
отъ угловъ и находящся въ то же время въ извфстномъ отношении къ 


длинамъ. Эти величины называются тригоно- 
5. 
А Ь 


метрическими функц!ями. Значене ихъ 
Фнг. 1. 


В 


проще всего выясняется на прямоугольномъ 
@ — треугольникф. 

Пусть АВС (фиг. 1) будеть прямо- 
угольный треугольникъ съ прямымъ угломъ 
при вершинЪ С; а, В катеты, с гипотенуза. 
Острые углы а и В дополняютъ другъ друга до прямого; каждый изъ 
нихъ называется дополнительнымъ угломъ по отношению къ другому. 

Отношене катета а, противолежащаго углу @, кь гипотенузЪ с 
называютъ синусомъ угла а и выражають это въ письмЪ коротко такъ: 


с 


: [#2 
ша = —* 
С 


Синусь представляетъ собой, такимъ образомъ, положительное число 
и при томъ правильную положительную дробь, такъ какъ гипоте- 
нуза всегда больше катета. 

Отношене къ гипотенузЪ катета прилежащаго называется коси- 
нусомъ угла а. Пишуть: 


с0$@ = ° 
с 


Такимъ образомъ косинусъ представляеть собой правильную положитель- 
ную дробь. 
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Отношене катета противолежащаго @ къ катету прилежащему р 
называется тангенсомъ угла а, а обратное отношене катета прилежа- 
щаго къ катету противолежащему называется котангенсомъ угла 4. 
Въ письм$: 

ра ь 9 ‚ сова вн, 
Ь а 

Наконешъ, иногда вводять еще остальныя два отношеня® гипоте- 
нузы къ катету прилежащему и гипотенузы къ катету противолежащему, 
которыя называются соотвфтственно секансомъ и косекансомъ угла с; 
въ обозначеняхъ: 


зес а = . ‚ 60569@ == 

Такъ какъ тригонометрическя функщи зта, соза, ра, сова, 
зес а, созес а опредфляются отношен!ями сторонъ треугольника, то они 
не измЬняются, если мы замфняемь треугольникьъ АВС другимъ, подоб- 
нымъ ему треугольникомъ. Но два прямоугольныхъ треугольника всегда 
подобны, если они имфютъ обпий острый уголъ. Тригонометричесвя 
функщи, поэтому, зависять только отъ угла а, а не отъ длины и поло- 
женя сторонъ треугольника, въ который входить этотъ уголъ. 


Значеня четырехъ функшй зт а соза, ва и софа даются въ обык- 
новенныхъ тригонометрическихъ таблицахъ. Функщи зеса и созес а, ко- 
торыя употребляются гораздо рфже, обыкновенно въ нихъ не приводятся. 

Таблицы, болышей частью, содержать не самыя функши, а ихь 
Бригговы логариемы и, именно, для всбхъ угловъ отъ 0° до 90°, оть 
минуты до минуты. Чтобы найти соотвфтствующия числа для промежуточ- 
ныхь угловъ, нужно производить интерполяцио, правила которой всегда 
указываются во введеняхъ къ таблицамъ *). 


*) Происхождеше и значеше слова „$пиз“ не совсёмъ ясно. Оно пришло 
къ намь черезъ посредство арабовъ и извфстно на запад съ ХН стольния. 
Слово „созтиз“ представляеть собой сокрашене термина „сошр!етеп зти$“ 
(синусъ дополнительнаго угла: соза-=$и18) и вошло въ употреблеше съ ХУП сто- 
лБия. Къ этому, примЪрно, времени относятся и термизы „Чапрепз“, „зесапз“. Ср. 
Сапфог, „Сезсн. 4. МанетаНк“, Ва. 1, $. 693; Ва. И, 5. 604; у. Вгаипшан! „\Уог- 
Т1езипяеп йБег ОезсысШе 4ег Тиропотеме“. Новое обосноване тригонометрии 
можно найти въ учебникахь элементарной математики. Мы упомянемъ здЪсь слЪ- 
дующее: НёБпег, „ЕБепе ипа тАитИсве Сеотенче 4ез Маззез“ (Гефраз, Теньлег, 
1895); НеззепЬегя, „ЕБепе ип@ зрНАизсне Тиропотече“ (Затшия ОбзсНеп) и 
сборники задачъ, принадлежацце авторамь: Кегаф Г1еъег и Гантапп. Наспё7- 
зспе!, „Офег @е уегзсшейепеп Отипевипаеп шт ег Тиропошеше“, Ргортании 4ез 
Кошиснеп Оушпазйитз ги Вейиа. 
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3. Тригонометрическя функщи связаны различными соотношенями, 
которыя легко выводятся изъ ихъ опредфленй. Прежде всего по теор. м 
Пиеагора 


ав = с; 
отсюда, принимая во внимане опредфленя синуса и косинуса, получаемъ: 
эт? а | со$?а == 1. (1) ь 


Поэтому каждое изъ чисель эта и соза можетъ быть выражено черезъ 
другое: 
с0$ а = ИТ -- за, зта= У! - соз? а. (2) 


ДалЪе, для остальныхъ четырехъ функшй получаемъ: 


эп а с0$ @ 
ва = ‚ сора= (3 
с05 а эт а 
зес а = ‚  созеса = ——- (4) 
с05 & Ш а 


Эти соотношеня можно многообразно комбинировать; можно, пз- 
примфръ, каждую изъ шести тригонометрическихь функщй выразить у 
черезъ одну изъ нихъ; это очень хорошее упражнене. Такъ, напри- | 
мЪръ, мы получаемъ: 


1 
1 со а = (5) 


11 22а = 
НН 11? а 


с05? а’ 
Уголь В въ прямоугольномъ треугольникБ (фиг. 1) дополняегь 
до прямого уголь @; но, такъ какъ 


: | а 
зшВ=-_, с08, 8. == 
то 
с0$ а = зшВ, эта = соз В, (6) 
а также 
сое а = 2 В, сою В = ва. (7) 


$ 27. Гонометрия. 


1. Такъ какъ въ прямоугольномъ треугольник$, кромЪ прямого угла, 5 
могутъ быть только острые углы, то вышеизложеннымъ тригонометр!- 
ческя функщи опредфляются только для острыхъ угловъ. Но даже въ тре- 
угольникБ могутъ уже быть и тупые углы; въ четырехугольникв (фиг. 2 
уголь уже можетъ быть больше двухъ прямыхъ, въ пятиугольникБ же 
можеть встрфчаться и такой уголь, который больше четырехъ пра- 
мыхъ, если мы согласимся, какъ это естественно, опредфлять уголъ вь | 
многоугольникЪ, какъ часть плоскости, расположенной между двумя 
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смежными сторонами внутри многоугольника. Но для такихъ угловъ, 
которые больше четырехъ прямыхъ, необходимо принимать, что часть 
площали многоугольника расположена надъ другою частью, какь это, 


8 
С 


У) : 


Фиг. 2. Фиг. 3. 


напримфръ, обозначено на фиг. 3 для пятиугольника. Здфсь уголъ при 
вершинЪ 21 больше четырехъ прямыхъ !). 

Въ виду всего этого представляется необходимымъ опредФлить три- 
гонометрическя величины не только для тупыхъ и сверхтупыхъ угловъ, 
но и для угловъ любой вообще величины. Съ этою цфлью самый уголъ 
опред$ляется, какъ мЪра вращен!я, которое совершаетъ лучъ, выходящий 
изъ неподвижной точки, подобно, напримЪръ, Е 
часовой стрфлкЪ. Мы имфемъ тогда возможность 
отм5тить знакомъ и направлен!е вращен!я 
вправо или влфво; вмфстф съ тфмъ весь неограни- 
ченный рядъ чисель можеть служить для выраженя 
угловъ. Чтобы это выразить нёсколько точнфе, 5, 
возьмемъ окружность и лучъ СЁ, вращающийся 
вокругъь ея центра (. КромЪ того, на окружности 
выберемъ произвольно нулевую точку 4 (фиг. 4). 
Вращене луча можно измфрить тогда угломъ а, с 
который обошелъ вращаюнийся лучъ, начиная съ 
положешя (4; этотъ уголь мы будемъ считать 
положительнымъ, если для наблюдателя, стоящаго въ точкЪ С, вращене 
происходить справа налФво (въ направлени, обратномъ часовой стр$лкЪ), 
а въ противоположномъ случаЪ  отрицательнымъ; по абсолютной величин 
уголь а можетъ возрастать неограниченно въ одну и въ другую сторону. 

Уголъ измфряютъ двоякимъ способомъ. Во-первыхъ, можно раздф- 
лить всю окружность на 360 градусовъ, а затБмъ, когда точка обойдетъь 


х -А 


Фиг. 4. 


*) Чтобы понять, въ какомъ смысл уголь 4 на фиг. 3 превышаеть 4А, 
нужно себЪ представить что прямая АВ приходить въ положеше АЕ и образуеть, 
слЪдовательно, уголъ 4, вращаясь вокругъ вершины 4 и послфдовательно проходя 
черезъ вершины С, РБ, Е. 
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всю окружность, считать градусы дальше 360-ти. Можно также измфрять 
уголь отношенемъ длины дуги, которую описываеть на окружности 
точка ея пересфченя Х съ лучомъ, кь длинф рад!уса; это отношеше 
принимается положительнымъ въ одномъ направлении и отрицательнымъ 
въ другомъ направлен!и (абсолютная или круговая мЪра угловъ). 

Это отношене не зависить отъ величины рашуса окружности, а 
также не зависить и отьъ принятой единицы длины. Если мы за единицу 
длины примемъ самый ралусъ, то самая длина дуги АХ, выраженная въ 
этой единицЪ, представляетъ собой мфру угла а. При этой систем$ изм$- 
реня угловъ выпрямленный уголъ (180°) измфряется числомъ 


л = 3,14159265..., 


прямой уголъ измфряется числомъ 


ъ = 1,57079632... 


и, наконецъ, вся перифер!я числомъ 
21—=6,2831853 0% 5: 


Единицей угла въ этой систем измфренйя служитъ такой уголъ, длина 
дуги котораго равняется радусу. Мы получаемъ число градусовъ х для этого 
угла изъ пропорши: х: 180 = 1:л, которая даетъ уголъ въ 57°17’44,8". 

Двумя взаимно перпендикулярными 
Е дламетрами мы дЪлимъ кругъ (а ихъ про- 
долженями и всю плоскость) на 4 части 
В  П, Ш, №, которыя мы будемъ назы- 
х вать квадрантами, или четвертями, и, 
именно, 1-мъ, 2-мь, 3-мъ и 4-мъ квад- 
рантомъ (фиг. 5). Мы можемъ также 
вести счетъ дальше и говорить о 5-мь, 
6-мь..., а такжео —1-мъ, —2-мъ... 
квалрантахъ. Въ такомъ случа 5-ый 
квадрантъ, напримЪръ, покрывается 1-мъ, 
а 4-ый квадранть  1-мь. Но при изм$- 
рени вращеня они различаются между 

собой *). 


2. Углы въ 1-мъ квадрантф соот- 
вфтствуютъ острымъ угламъ въ прямо- 
угольномъ треугольникЪ фиг. 1-ой; если мы, поэтому, изъ точки Х 
опустимъ перпендикуляръ на начальное положене ращуса (7.4, то длина а 
этого перпендикуляра будеть равна синусу угла а въ предположении, 


Фиг. 5. 


+) Номеръ квадранта, уменьшенный единицей, выражаетъ число цфлыхъ еди- 
ницъ, содержащихся въ углЪ, когда за единицу принимается прямой уголъ. 


9 $ 27 


что мы попрежнему принимаемъ радщусъ за единину длины. ОтрЪзокъ 
СУ = представляетъ собой косинусъ угла а (фиг. 6). 

Условимся теперь считать перпендикуляръ, опущенный на начальный 
дламетръ 4.4’, положительнымъ, если онъ направленъ вверхъ, и 
отрицательнымъ, если онъ направленъ внизъ. Точно такъ же пер- 
пендикуляръ къ д1аметру ВВ’ мы будемъ считать положительнымъ, 
если онЪъ направленъ въ сторону точки „4 (вправо) и отрица- 
тельнымъ, если онь направленъ въ сторону 1” (влфво); вмЪстЪ съ 
тЬмъ числа, выражаюция результать 
измЪрен!я, мы будемъ снабжать соот- 
вЪтствующими знаками. ПослЪ этихъ 
соглашенй мы булемъ разум$ть подъ 
синусомъ угла ллину перпенди- 
куляра изъ точки Х на начальный 
даметръ; подъ косинусомъ отр\- 
зокъ отъ центра до основан1я 
этого перпендикуляра, или, что 
то же, длину перпендикуляра изъ 
точки Х на прямую ВВ’. 

Замфтимъ здфсь, что тригоно- 
метричесюя функщи, собственно го- 
воря, представляютъ собой не длины, 
а отношеня этихъ длинъ къ длинф радуса; но ихъ можно выражать 
длинами этихъ перпендикуляровъ, что особенно наглядно, если мы вы- 
беремъ радусъ за единицу длины; сообразно этому говорять также о 
синус и косинусЪ, какъ о тригонометрическихъ линяхъ. 

Въ виду установленныхь соглашенй мы имфемъь слЪдующее пра- 
вило знаковъ: 


въ [-мь квадрантБ синусъ -|-, косинусъ -№, 


„ П-мь г м -- ы: 
„ Ш-мь > ы » 
я ГУ-мь „ ” » == 


какь это легко видфть на фиг. 5. 


3. Пер!одичность. Если уголь а возрастаетъь или убываетъ на 
цфлую окружность, то точка Х возвращается въ свое первоначальное 
положеше. Поэтому синусы и косинусы также получаютъ первоначальныя 
значеня. При круговой мфрБ угловь это выражается слфдующими 
формулами: 

зт (а -|- 2л) = ша, с0$(а-- 27) = соза. (0) 
И вообще: 
зш (&-- 2Ал) =зта, с0$(а -|- 2Ал) = соза, (2) 
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гдЪ Ё произвольное положительное или отрипательное цфлое число. То 
свойство тригонометрическихъ величинъ, что онф не измБняются, когда 
уголъ нарастаеть на опредфленную величину, называется пер!одич- 
ностью; величина же 2л, равно какъ и всякое кратное 2л, называется 
пер!1одомъ. Каждый уголъ можно привести въ одинъ изъ пер- 
выхъ четырехъ квадрантовъ, присоединяя надлежаще выбран- 
ный пер!одъ. 


4. Если уголь возрастаеть или убываетъ на половину окружности, 
то точка Х переходить въ аметрально противоположную точку Д,. 
Функши зта и соза по абсолютной величинф не мФняются, но обЪ 
мЬняютъ свой знакъ (на фиг. 6 треугольник СХУи СХ,У, конгру- 
энтны). Мы имфемъ, такимь образомъ: 


эт (а + п) = — па, с0$(а + м) =  с05 4, {3) 


каковыя формулы остаются въ силЪ для любого угла а. 
Вычитывая л, мы можемъ привести уголъ 3-го и 4-го квадранта 
къ 1-му или 2-му. 


5. Если мы произведемъ вращене ЛХ = а въ противоположномъ 
направлен!и, то, каковъ бы ни былъ уголъ @, точка А приходитъ въ 
положеше Х., симметричное съ Х’ относительно 1.4’. Вслфдстые этого, 
синусъ м5няетъ свой знакъ, а косинусъ остается безъ измЪнен; вмЪстьЬ 
съ тмъ мы получаемъ для всякаго угла а: 


п( @)= эта, с03( а) = с0$4. (4, 


Замфняя же @ черезъ а вь соотношени (3), мы, такимъ образомъ, 
получаемъ: 
эт(л @ = эта, с03(л @а)= с034. (5) 


Для двухъ угловъ, дополняющихъ другъ друга до я, си- 
нусы равны, косинусы же равны по абсолютной величин, но 
имЪють различные знаки. 


6. Мы видфли уже въ предылущемъ параграф и убЪфждаемся въ 
этомъ непосредственно на фиг. 6, что синусъ остраго угла @ равенъ 
косинусу дополнительнаго угла; иначе говоря, когда уголь а лежить въ 
первомъ квадрантЪ, то 


: п а п 
с0$ @ = 51 ( 5 «). зш а = с0$ (2 «) . (6) 


Если же а есть тупой уголъ, то а’ = л — а есть острый уголъ; 
поэтому, согласно соотношению (6), соз (1 — а) = зт (— л/2 + а), 
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или, въ виду соотношенй (4) и (5), опять-таки соза = зш(л/2 а), 
а также эта = соз (л/2 а). Формулы (6) остаются, такимъ образомъ, 
въ силЪ и для тупыхъ угловъ. Если уголь а лежитъ въ 3-мъ или 4-мъ 
квадрантЪ, то уголь а — п падаеть въ 1-ый или во 2-Й квадранты, а 
потому и теперь с0з (а — л) = зт(л/2 ‘а л); въ силу же формулъ (3) 
отсюда опять-таки вытекаеть соотношене (6). 

Если, наконецъ, мы увеличимъ или уменьшимъ уголъ а на произволь- 
ное кратное 2л, то мы убЪфдимся, что соотношеше (6) справедливо всегда. 

Наконецъ, что соотношене 


$ а -- с03?а = 1 (7) 


также справедливо при всякомъ угл а, можетъ быть такимъ же обра- 
зомъ выведено изъ того, что оно имфетъ мЪсто для остраго угла; но и 
въ общемъ случаБ оно представляеть собою не что иное, какъ предло- 
жене Пивагора. 


7. Что касается функшй ва, сор а, зес а и созеса, то ихъ мы въ 
общемъ случаЪ опредфляемъ просто формулами: 


$ с05 а 1 
+ == ь ое а = — — ЕЯ 
с зта Ююа 
] (8) 
зеса = ——, созеса = -—_. 
с0з а та 

Въ виду соотношенй (3) мы тогда получаемъ: 

© (ал) =ша, соб(а-л) = со а; (9) 


Эти дв5 функщи также имють, слЪдовательно, перюдъ, а именно 
л или любое кратное л. ОнЪ положительны въ 1-мь и 3-мъ квадрантЪ, 
отрицательны во 2-мъ и 4-мъ. 

Изъ соотношенй (4) и (6) получаемъ: 


8 ( а) = а, сов (—.а) = — сова, (10) 


2 Е «) = со а. (11) 


ДалЪе, тангенсъ и секансъ можно также представить въ видЪ лин 
круга съ ралусомъ, равнымъ единицЪ, и изь этого, именно, изображен!я 
выясняется назван!е этихъ функшй. 

Мы ограничимся первымъ квадрантомъ. Въ точкь ЛД проведемъ 
касательную ДЕ къ окружности (перпендикуляръ къ АС); тогда по- 
добные треугольники СЕЛ и СХУ (фиг. 7) даютъ пропоршю: 


ре 


:ХУ= С: СУ, 


сч 
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а такьъ какь ХУ =зт в, СУ = с0о5а, АС =\1, то отсюда слФдуеть, 
что АЁ = а. 

Далъе, изъ тфхъ же треугольниковъ вытекаеть: СЁ: СХ = СА: СУ, 
а потому СЕ = 1/соза = зеса. 


8. Если даны тригонометричесая функщи зта и соза н$котораго 

угла, то этимь уголь а не вполнЪ опредФфляется; напротивъ, уголъ а 

опредфляется вполнф, если присоединяется еще тре- 

Е боване, что онъ лежить между О и 2л. Если дана 
только одна изъ двухъ функщЙ, -скажемъ, эта, 

То и въ этомь интервалЪ имБются два угла, именно 

аил а, удовлетворяющее этому требованйю; когда 

данъ с0за, то этими углами будуть аи 27 - а. 


Хх 
Поэтому, чтобы уголь а въ интервалЪ отъ 0 до 2л 
быль опредфлень однозначно, должны быть даны 
обЪ функши; значеня ихъ, впрочемъ, не могутъ быть 
произвольными, такъ какъ онЪ связаны соотношешемъ 
с Г4 $11? © -- 0$? а = 1. 
У 
а 9. Для нЬкоторыхъ отдфльныхъ угловъ числен- 
иг. г. 


ныя значеня тригонометрическихъ функшй легко опре- 
дфлить. Если а = 0, то точка Х падаетъ въ точку 4; поэтому а =0 
и В = 1; слЪдовательно : 


$Ш0 = 0, с0$0=1, №0 =0. 
Въ виду же формулы (5) 
зшл = 0, сол= 1. 
Пользуясь перюдичностью функшй, мы можемъ это обобщить: 
именно, каково бы ни было цфлое число К, 
зпрл = 0, созёл = (— 1% Ел =0, (12) 
т.е. созёл = + 1, если Ё есть четное число, и созёл = — 1, если Ё есть 


число нечетное. Если а есть прямой уголъ, то точка Х падаетъ въ 
точку В (фиг. 6). ВмЪсть съ тьмь а =1, = 0; слБдовательно, 


п п л 

СО =0, @— =; 

9 5 ь Зо ‚ во го; (13) 
и вообще, если р есть нечетное цЪлое число, то 
й—1 

л —„- л 

зтр— =(—1)*, 0$ 0" 
| 5 (—1) р ы 


ЗАВ 
т. е. эт Ст равняется +1 или — 1, смотря по тому, имфетъ ли число р 


видъ 4й +1, или 4и -- 3. Выражене 47/2 = со наглядно выясняется 
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на фигурЪ 7, такъ какъ отрфзокь АЁ неограниченно возрастаетъ, когда 
лучъ СЕ, вращаясь, приближается къ положению, перпендикулярному къ (С... 

Для угла а въ 45° эта и соза становятся равными. Общее ихъь 
значее, въ виду формулы (7), равняется 1/У2, а потому: 


о д 1 о 
я уз’ и Ри — 1. 
Разсмотримъ, наконецъ, уголь въ 60°, т. е. уголъ равносторонняго 
треугольника. 
Если мы въ равностороннемъ треугольникЪ, сторона котораго равна 
единиц$, проведемъ высоту, то она раздЪ- 
лить основане на двЪ части, каждая изъ ко- с 
торыхъ равна половинЪ. Но каждый изъ этихъ 
отр$зковъ прелставляеть собой косинусъ угла 
треугольника; вмфстБ съ тЬмъ, принимая во 
вниманНе соотношене (7), мы получаемъ: 


п 1 оп 13 
605 — = эт — = 


-: Е 
в то > ыы — 5 
в > бы, 7. 


А В 


Фиг. 8. 
Учеше о свойствахъ тригонометрическихъ 


функшЙ угловъ произвольной величины, слфдовательно, безъ непосред- 
ственной связи съ вычислещемъ треугольниковъ, называется гон1ометруей 
(измфреше угловъ). 


5 28. Основныя формулы тригонометруи. 


1. Для опредфлешя треугольникя, достаточно, чтобы были даны 
три его элемента, опредфляющще остальные его элементы и вообще все, 
о чемъ можно спрашивать относительно треугольниковъ: высоты, бис- 
сектриссы, рашусы вписанной и описанной окружностей и т. п. Смотря 
по выбору данныхъ элементовъ, эти опредфленя окажутся однознач- 
ными или многозначными. Но между сторонами и углами треугольника 
не существуеть алгебраическихь соотношенй. Таковыя существуютъ 
только между сторонами треугольника и тригонометрическими функщями 
угловъ. Наша ближайшая задача и заключается въ томъ, чтобы устано- 
вить цостаточное число такого рода соотношен!й. 


2. Теорема синусовъ. Стороны треугольника АВС мы будемъ 
обозначать черезъ а, р, с, противолежание углы черезъ а, В, у. Если 
мы опустимъ изъ вершины 4 перпендикулярь А на противоположную 
сторону, то мы можемъ выразить этоть перпендикуляръ р (высоту тре- 
угольника) двумя способами; именно, два прямоугольныхъ треугольника 
АВР и АСР лаюты 

ра = фзшу = сэ В. (1) 


5 28 14 

Эти соотношенйя остаются правильными и въ томъ случаЪ, когда 
треугольникь АВС имЪеть тупой уголь (фиг. 10 и 11). Но то же самое 
построене можно выполнить при каждой изъ трехь вершинъ; мы, та- 
кимъ образомъ, получаемъ также: 


азтВ = эта, азту = ста. 


Отсюда получается двойное равеиство, которое можно написать въ такой 
формБ: 
ИЕ ЗИК 2) 
зша зав эту 
Это можно въ словахъ выразить слБлующимъ образомъ: 
Въ кажломъ треугольник стороны относятся, какъ синусы 
противолежашихъ угловъ: 


а:В: с = за: эт В : эту. 


3. Чтобы найти геометричесюй смыслъ общаго значеня трехъ отно- 
пошенй (2), мы опишемъ около треугольника АВС окружность (фиг. 9); 
пусть А будеть центрь и г радусь 
этой окружности. Въ такомъ случаЪ 
центральный уголь (СА В будеть вдвое 
больше соотвфтствующаго вписаннаго 
угла САВ — а; и, если мы изъ точки К 
опустимъ перпендикуляръ КН на прямую 
СВ. то треугольники (СНК и ВНК 
конгруэнтны. Слфдовательно, НКС = а 
и @/2 = тп а, или а/зта = 2т. Если 
мы опустимъ перпендикуляры изъ точки 
К на остальныя стороны ВБ, с, то мы 
получимь для 2г также выражене 
рут В и с/у. 


А 


Фит. 9. 


Общее значенйе отношен1й (2), такимъ образомъ, есть д1а- 
метръ описанной окружности. 


4. Теорема косинусовъ. Въ прямоугольныхъ треугольникахъ 
АВР и АСЬ (фиг. 10) РВ = ссозВ, ОС = Ьсозу и, такъ какъ сумма 


этихъ двухъ отрЪзковъ равна 4, то 
а = фсозу Е ссоз В; 


эта формула остается въ силЪ и въ томъ случаЪ, когла одинъ изъ угловъ, 
скажемъ у, тупой: созу имЪеть въ этомъ случа отрицательное значеше, 
но вмЪстБ съ тмъ а = ВО — ОС (фи. 11). 


ео Ч 
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Такихъ формулъ мы опять-таки можемъ установить три: 
а = Всозу + ссоз В, 
р = ссоза + асозу, (3) 
с = асозВ + фсоза. 


Сь помощью этихъ трехъь уравненй можемъ опредфлить соз а, 
соз В, со$ по даннымъ сторонамъ а, В, с. Для этой ифли умножаемъ 


Фиг. 10. Фиг. 11. 


первое уравнене на (4 и вставляемъ значеня произведений асо5у и асоз В, 
взятыя изъ послфднихъ двухъ уравненй. Такимъ образомъ, мы получаемъ: 


а* = В ссоза) + с(с - сова); 


сдфлавъ же соотвфтствующя вычисленя для соз В и созу, найдемъ: 


2? = В? - с? — 2[Ёс соза, 
62 = + а? — 2сасоз В, (4) 
с = +  2арсозу. 


5. Этимъ основныя залачи тригонометрии въ принципЪ разрЪшены: 


1. Если даны стороны а, $, с, то мы находимъ соз а, созВ и созу 


изъ соотношений (4); напримЪръ, 


Е О а. 


с0$ а = — 
2рс 


. Если даны двЪ стороны ри с и заключенный между ними уголъ а, 
то изъ соотношенй (4) однимъ извлечешемъ квадратнаго корня 
получаемъ: 

а= УР  2фссоза. 


Если же даны двф стороны рис и прилежаший уголь В, то 
для опредфленя стороны 4 приходится рьшить квадратное ура- 
внеше, которое мы получаемъ изъ второго равенства (4). Для 


опредфленя же другихь угловь лучше всего воспользоваться 
теоремой синусовъ. 
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4. Если даны два угла и олна сторона, то т5мъ самымъ данъ и 
тремй уголъ; вмфстЪ съ тмъ двЪ друйя стороны опредБляются 
по теоремЪ синусовъ. 


6. Теорема сложен{я. Такъ какь каждый изъ трехъ угловъ тре- 
угольника опредЪфляется двумя другими, то и тригонометрическя вели- 
чины каждаго угла опредфляются тригонометрическими величинами двухъЪ 
другихъ угловъ. Эти тригонометрическя величины должны, слБдовательно, 
быть связаны уравненями. Первое изъ относящихся сюда соотношенй 
мы получаемъ изъ уравнен!й (3). Такъ какъ это суть три однородныхъ 
линейныхъ уравненя относительно а, В, с, то опредфлитель системы 
долженъ быть равенъ нулю (см. т. 1, 8 41, 2): 

—1, с0$7, пы 
соз у, 1 соза | = 0, 
| 


со В, со5@, 1 
или въ раскрытомъ видЪ: 
с05? а | с05? В -Ё со5? у -- 2 соза со$ В со5у = 1. (5) 
Подставляя же сюда у=л а - В, получаемъ: 
с05? а + с05? В + соз?(а + В) — 2 соза созВ соз(а -- В) =1. (6) 


Однако, это не простЪйшее соотношене между этими величинами. 
Отсюда, напримфръ, можно получить с0$ @, только рЬшая квадратное 
уравнене, и тогда нужно было бы еще установить, который изъ двухъ 
корней слБлуеть взять. Болфе простыя формулы мы получаемъ слфлу- 
ющимъ образомъ. 

По теоремф синусовъ мы можемъ замфнить въ формулахъ (3) сто- 
роны а, В, с черезь зта, эт р, зшу, и такимъ образомъ мы получаемъ: 


зна = эВ созу -- зшр созВ, 
зтр = чпусоза -- эта созу, (7) 
эту = эта созВ -- 5тр соза. 

Этимъ, прежде всего, $ выражается однозначно въ тригономе- 


трическихь функщяхъ угловъ а и В. Если же мы имфемъ $17, то можно 
опредфлить созу изъ уравненй (7), именно: 


эта со5у = эт В — 'соза(зт а созВ -- эт со а) 
= — эта созр соза -- зтВ(1 — с03? а) 


= —_ эта со$й соза + эт В эт? а, 


вы 
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ДЪля же обЪ части равенства на зта, получаемъ: 
с0$у = эта эт -- соза созр. (8) 


Такимъ образомъ, и с0$7 опредфляется однозначно; аналогичныя двъ фор- 
мулы можно вывести, если сдфлать круговыя перестановки угловъ а, В, у. 

Что соотношене (6) вытекаеть изъ уравненй (7) и (8), можно 
обнаружить простымъ вычисленемъ. 


$ 29. Гонюметрическ!я формулы. 


1. Прежде, чЪфмъ пойдемъ дальше въ примнени тригонометри- 
ческихь формулъь къ рЬшенйо треугольниковъ, мы воспользуемся послфд- 
ними результатами для пополненя гонюметрическихъ формулъ. 

Именно, если мы положимъ у = л —а —Ви замфтимъ, что, въ силу 
соотношеня (5) $ 27-го, зт(л — а — В) = зи(а + В), соз(л — а — В) = 
— —- с0$(а + В), то формулы (7) и (8) предыдущихъ параграфовъ дадутъ: 

ит (а -- В) = эта созВ -+ соза эт р, } 
(1) 
с0$ (@ -+- В) = соза соз В — зта зп В. 

Эти формулы выражаютъ такъ называемую теорему сложен{я 

синуса и косинуса. 


2. Эти формулы покамфсть локазаны только въ предположении, что 
какъ углы а и В, такь и ихъ сумма содержатся въ предБлахъ межлу 
О ил; однако, съ помощью предложенй $ 27 ихь легко обобщить. 

Въ самомъ дЬлЪ, предположимъ сначала, что а и В суть положи- 
тельные углы, меныше л, но что сумма ихь а-- В болыше л: полагая 
тогда а’ =л—а, в’ =л— В, мы будемъ имЪъть и’ =2л—а—В< лм; 
вслЬдстые этого для угловъ а’и р’ условы, при которыхъ формулы (1) 
доказаны, удовлетворены. СлЪдовательно, 


5т (2 -а — В) = зп(л — а) соз(л — |) + соз(л — а) зт(л — В), 
что на основаши соотношеня (5) 5 27-го можно написать такъ: 
$11 (а -- В) = эта созВ + соза зв; 


совершенно такъь же мы получаемъ вторую изъ формулъ (1), которая, 
такимъ образомъ, справедлива дла всфхъ положительныхъь угловъ а и В, 
меньшихъ л. Если теперь а есть совершенно произвольный уголъ, то мы 
всегда имфемъ возможность выбрать цфлое число Ё такимъ образомъ, 
чтобы а | Ёл заключалось между Ои л; слБдовательно, для любого а 


5 (а + В-- Ал) = зи (а + 9) созВ -| сз (а -- м) зшВ, 


Веберъ. Энциклоп. элемент. геометраи. 


а 
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откуда, при помощи соотношенйй (2) и (3) $ 27-го, мы вновь выводимъ 

первую формулу (1); такимъ же образомъ выводится и вторая. Такъ же 

мы можемъ поступить и съ угломъ В; такимъ образомъ, формулы (1) 

доказаны для любыхъ (положительныхъ и отрицательныхъ) угловъ а и В. 

Мы получимъ, поэтому, только другую форму тБхъ же уравненй, если 

замнимъ В черезь — В и такимъ образомъ найдемъ: 
зи (а — Ё) = зтасозВ -- соза эт, ) 

(2 
с0$ (а — В) = соза созВ -- эта тв. 
3. Если мы раздфлимъ другъ на друга формулы (1), то получимъ 
теоремы сложеня для тангенсовъ и котангенсовъ: 


зна со5 В + соза тв а т В 
ке@+в-= ЕВ 


соза созВ — зша тв 
сор а сою В — 1 (3) 


сора -- со В 


со (а -- В) = 


Приведемъ еще н5сколько гонюметрическихъ формулъ, которыя не- 
посредственно вытекаютъ изъ теоремы сложен и очень часто примЪняются. 
Складывая и вычитая соотношенйя (1) и (2), мы получаемъ: 
зн (а + В) + яп(а — В) = 2 эта созВ, 
эт (а + В) — эт (а — В) = 2с0за этВ, 
соз(а + В) + соз(а — В) = 2соза созр, 
с0$(а -- В) — соз(а — В) = — 2эта этр. 


(4) 


Если мы положимь а + В =а, а — В=Ь, то получимъ: 


эта -- зав = овт + Вазалы ьй 


о й 


та — зп = 260$ 


(5) 


> 
- м 
< 
| 
= 


с0$а -- с0$* == 260$ 


со$а — с05р = 25т 


4. Если въ формулахъ словенНя мы положимъ а — В, то получимь 
такъ называемыя формулы удвсенля угла: 


зш2а — 2 зша со$а, 
(6) 


соз2а — соз?а — эта, 
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изъ которыхъ послфдняя можетъ быть представлена также въ любомъ 
изъ двухъ видовъ: 


с052а = 2с05?а — 1 = 1 — 25ш?За. (7) 
Если здЪсь замфнить а черезъ а/2, то получимъ: 
1 -- соза = 2с0$2 
1 — соза = 25° —, (8) 
эта = 25ш - с0$ ‚ 
ры 2 2 


Изъ первыхъ двухъ уравненйй (5), умножая ихъ на с0$1 (а + р) и 
511 (а + 5), въ виду соотношенй (8) получаемъ: 


соз ® - р (эта -- 10) = зи (а - В) соз - 5: р 
(9) 
шт р - (эта — 516) = ят(а - В) эт —— 
а отсюда путемъ дфленЯя: 
4 О 
эта — эт _ То 10 
эта зшр с а-+Ь (о 
®—— 
2 
Если мы еще воспользуемся формулой 
с05*а = рые 
Ее, 
то получимь изъ соотношенй (6) и (7): 
Е 25а 
ша = 1 а ь 
1 22а 
со$2а = 1 -- 52а Н 
22а 
а == аа а 


Какъ видно отсюда, всЪ тригонометрическя функщи могуть быть 
выражены чрезъ тангенсъ половиннаго угла. Именно, если мы замЪ- 
нимъ а чрезъ а/2 и для краткости положимъ 


$2 20 
то получимъ: 
ша ре 
Ен 
1 2 
соза = | т. ы р (10 
й ЯР , 
В — т -Р 


Эти формулы имфютъ то преимущество, что он свободны отъ 
раликаловъ, или, какъ говорятъ, ращ!ональны, между тЬмъ какъ выра- 
женя тригонометрическихъ функшй черезъ одну изъ нихъ безъ помощи 
функшй половиннаго угла всегда содержатъ радикалы. 


5 30. Умножене и дЪлене угла. 


1. Формулы (6) и (7) $ 29-го выражаютъ синусъ и косинусъ угла 2а 
черезь ть же функши самого угла @. Если мы положимъ для сокращеня 


х = 2с05а, (1) 
то эти формулы можно представить въ вид 
2 соз2а = х* — 2, 


(2) 


зш2а = зта .х. 


Изъ теоремы сложеня, полагая въ формулахъ (4) 5 29-го В =2а, полу- 


чаемъ: 
с0о5За = 9 соза соз2а — соза, 


: : (3) 
зпЗа = 2 зша соз2а - эта, 
откуда съ помощью соотношенй (2) находимъ: 
2 созЗа = х3 — 3х, 
| ' (4) 
зшЗа = эта (х? — 1). 
2. Эти формулы можно обобщить; именно: 
2 созпа = 4н,(х), 
(5) 


зшпа = эта Вн(х), 


глЪ подь И мы можемъ разумЪть 2 или 3, а А, (х) и В, (х) въ томъ и 
другомъ случаБ прелставляють собой цфлыя функщи оть х соотвЪт- 
ственно степеней я и п—1 сь цфлыми коэффишентами. Что это 
законь общий, нетрудно доказать съ помощью совершенной индукщи. 
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Въ самомъ дЪлЪ, если въ формулахъ (4) $ 29-го положимъ В = на, 
то мы получимъ: 


со5(п -- 1) а = 2с05а созна — соз(п — 1) а, 
эт (п - 1) а = 2 созазтпа — зш (п — а. 
Подставляя сюда выражен я (5), найдемъ, что 
441 (^) & ХА, (^) > А, _,(х), 
В,41(®) =хВ,(х) — В, _ (>. 


Если мы поэтому будемъ считать уже доказаннымъ, что 4, (х), 4,_/(х), 
В,(х), В„_,(х) суть цфлыя функши перемЪннаго х съ цфлыми коэффишен- 
тами, то изъ этихъ формулъ то же самое вытекаетъ для А, 41 (%) и В, ты (=); 
и то обстоятельство, что 4, и В, суть функши соотвЪтственно степеней 
пия—1, также вытекаеть отсюда во всей общности. Наконецъ, отсюда 
мы заключаемъ, что при четномъ и функшя М, содержитъ только четныя 
степени х, а функщя В, — только нечетныя. При нечетномъ и дфло 
обстоитъ обратно. 

Формулы (6) даютъ возможность послфдовательно вычислять функщи 
р. и а Для первыхъ простфйшихъ случаевь мы получимъ: 


(6) 


А, = — 2, 

О = 

М, = № — 3х, 
В =м—1 


А, = х* — 4х 2, 
В. =: — 2х 

ЕЕ Е (7) 
А, = х — 5х3 5х, 
В; = м — 3% |1 
А 
В 


в = 6 — 6^*-|- 9х? — 2, 
о ЗЕ. 


А = м — 71-1453 — 7х, 
В. = ^8 — 54-4 652 —1. 


Выражене тригонометрическихь функшй кратнаго угла черезъ 
такя же функщи простого угла называется умноженйемъ угла. Эта 
задача, такимъ образомъ, формулами (4), (5), (6) и (7) разршена вполнф *). 


*) Съ помощью совершенной индукщи легко доказать обифя формулы: 
р 


< А! 
д с ив, (0=»=5), 


- —%— 1)! 22 
В») — о ЖЕ, (о=%=” "). 
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3. Обратную задачу представляеть собой дЪленйе угла. Подъ 
этимъ мы разумфемъ опредфлеше со$ ф/й и зп ф/ по даннымъ функщямъ 
с0$ ф и $4. Эта задача, однако, не поддается такъ просто рЪшению, 
а требуеть разрфшеня алгебраическаго уравненя. Если мы положимъ 
ф = па, х = 2с0$а, то мы представимъ уравненй (5) въ видЪ: 


Е пФ 
2 со$ф = ,(х), эта =- . 
р В, ©) 
Первое изъ этихъ соотношенЙ даеть намъ уравнеше я-той степени для 
опредфленя х. Если мы возьмемъ одинъ изъ корней этого уравненйя, то 
вторая формула дастъ намъ соотвфтствующее значен!е $1па. 


(8) 


4. Однако, уравнене #-той степени 
Л, (х) = 2с0$ф 


имфеть и корней. СлБдуюцйя соображешя выяснять, какое значене 
имЪють эти и корней. Если К есть любое цфлое число, то 


соз (ф - 2#7) = с0зф, эш(ф-Е 2#л) = эт; 
если поэтому 


Хо = 260$ 7 = 2 соза 
п 


удовлетворяеть уравненямъ (8), то тфмъ же уравнешямъ удовлетворяеть 


также 
2 
х, = дез («+ 2). 


Но, когда Ё нарастаеть на число, кратное и, то 2лё/и увеличивается на 
число, кратное 2л, и число х, остается, такимъ образомъ, безъ измЪне- 
ня. Сообразно этому имфется только й различныхъ значейй х,, именно 


№) Ал Хз» ...) Ант. 


Эти же и значенй всф различны, за исключешемъ только отдфльныхь 
частныхъ случаевъ *). 


*) Если, напримфръ, ф=л и я=3, то мы получаемъ только два различ- 
ныхъ значеня 
5 — 
> 
Точно такъ же и тотъ случай, что В, (х) -=0, при которомъ второе изъ уравненйй (8) 
теряеть свой смыслъ, можеть имфть мфсто только при особыхь значеншяхъ пере- 
мЪинаго ф, именно, когда зтф-=0, такъ что ф есть кратное л. Эти частные случаи 
всегда ведутъ кь дБлею полной окружности на равныя части, вопросъ, который 
мы разсмотрЪли въ томЪ |. 


х =2с0$ 1 хх =— 2. 


п ЕЕ ЕЕ ИЕ ре ду 
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5. Однако, уравнене и-той степени, оть котораго зависить дфлеше 
угла, имЪетъ замБчательную особенность; именно, при любомъ значеши И 
оно принадлежить къ числу тЪхь уравненй, которыя разр5шаются въ 
радикалахъ; для того частнаго случая, когда рЪ$чь идеть о дфлени всей 
окружности, мы это уже доказали въ томЪ 1. Не входя въ общую 
теорю этихъ уравненй, мы получаемъ результать по формул Муавра 
(т. Г, 6 47, 8), согласно которой 


(соза  1эта)” = созпа { 1зшпа. 
Отсюда слБлуеть 


н 
соза - 1зта = У созф Е 1этф, 


соза — Тэта = У созф — 15щф, 


и н 
1 = Усозф Е 1зтфИ созф — 151 ф, 
такъ что 


х = Усюзф Е 1зтф -+ И созф — 5щф, (9) 


гдф оба я-тыхъ корня связаны другъ съ другомъ такимъ образомъ, что 
каждый изъ нихъ представляеть обратное значеше другого; и различныхъь 
значенй х мы получаемъ, если даемъ #-тому корню н значенй, которыя 
онъ имфетъ. Вс значешя х вещественны. 

Въ случаБ и =3 выражен!е (9) представляеть собой не что иное, 
какъ формулы Кардана для неприводимаго случая кубическаго уравненй; 
въ том [Г мы уже извлекли н$фкоторую пользу изъ того, что привели 
этотъ случай къ дБленю угла на три равныя части. 

ЗдЪсь, какъ и тамъ, рышене въ общемъ случаф не можеть быть 
выражено въ вещественныхъ радикалахъ. Это возможно только 
тогда, когда и есть степень 2; такъ, напримфръ, для я =2 и для и = 4 
мы получаемъ: 


Ире = ИР ЕЯ 
Усовф зто = | уе» Ши. 


5 31. Ршене треугольниковъ. 


1. Теперь мы возвращаемся къ примфнентю тригонометрическихь 
формуль къ рЫшеню треугольниковъ. Формулы 6$ 28-го содержать, 
правда, все, что для этого принцитально необходимо; но изъ нихъ можно 
вывести еще друмя формулы, которыя болфе удобны для различныхъ 
частныхъ случаевъ. 


$ 31 24 

Мы будемъ исходить изъ задачи объ опредфлени угловъ а, В, у 
по даннымъ тремъ сторонамъ а, В, с. Эта задача разрЪшается теоре- 
мой косинусовъ въ формЪ 


с05а = ЕЕ. + (1) 
26с 

и, такъ какь уголь а заключается между 0 и м, то онь этимъ соотно- 
шенемъ однозначно опредфляется. Однако, для практическихъ цълей, 
особенно, при вычисленяхь съ логариемами, эта формула менфе пригодна, 
такь какъ здЬсь необходимо вычислить сначала квадраты и произведейя 
чисель а, В, с, вычислить далЪе значеше дроби и по ней уже по табли- 
цамъ разыскать уголь @. Между тфмъ таблицы не содержать самыхъ 
косинусовъ, а только ихъ Бригговы логариемы. Если мы квадраты и 
произведешя также желаемъ вычислять съ помощью логариемовъ, то 
придется логариемировать н$сколько разъ, а это не только затрудни- 
тельно, но и связано съ опасностью наслоеня погрфшностей, съ кото- 
рыми неизбЪжно связано логариемироваше. Этого можно было бы избЪ- 
жать, еслибы мы располагали формулой, въ которой одна изъ тригономе- 
трическихъ функщй была бы непосредственно выражена въ видЪ произве- 
дешя и частнаго или корня изъ данныхъ величинъ. 


2. Чтобы этого достигнуть, мы изъ соотношенЯя (1) выводимъ двъ 
формулы: 
= ФФ 0 - @тотОСате 


1 -- соза = 6 5 
(2) 
1 с0$ ое @+ь-о@а вто, 
к 26с 26с 


а, такъ какъ, согласно 6 29 (8), 1--соза==2со5?1а и 1 — с05а = 2т?1а, то 


а /@-ЕРЕОСаеНЯ 2-Я. 

в, Ас Ас 
Полагая здфсь для сокращеня 

а с= 25, (3) 
получаемъ: 
$$ —@ И. 
с0$ р = д @) ‚ эт 5 = И" у 0 (4) 
а И 
ны беивд ны а 


гдЪ всф радикалы должны быть взяты въ положительномъ ихъ значеши, 
такъ какъ всЪф углы меньше 90°. 


ЩЕ 


Зри нклсоь — РАКЕ оме-аАЛЕРО 


ради. 


р 


25 $ 31 


3. Площадь треугольника ДА равна полупроизведеню стороны на 
перпендикуляръ, опущенный на нее изъ противолежащей вершины, т. е. 
равна $с, (фиг. 12). Но такъ какъ р, = Бэта, то 


Д = 16с эта = рез 5 с05 5; (6) 


отсюда, въ виду формуль (4), получаемъ: 


А=У56—а(-Вб-о. (7) 


Площадь треугольника можно изящно выразить черезъ периметръ 
и углы: именно, если мы замфнимъь а черезъ Ви у, то мы изъ соотно- 
шеня (5) получимъ: 


т бе -@ 
ва -у“ 5-9 ’ 


“_@6-В 


1 
ва? = и 56—06) 


’ 
—С 
а отсюда путемъ умножения: 


5 а=5383У, 
ув = зву За, (8) 
5 с = 51а В, 
и, наконецъ, подставляя эти выраженя въ формулу (7), найдемъ: 
А = ар у. (9) 
4. Ращусъь у описанной окружности, согласно формул, полу- 
ченной выше (5 28, 3), равенъ 4/2зта; слфловательно: 
а = 2узта = 4тэшта созта, 
Ь = 2узштВ = 4узш1 В со$1 В, (10) 
с = 2узту = 4узш1у соз1 у. 
Въ виду же соотношений (6) и (9) 
24а 


— 4гА = 419 таю1 9 ют. 
арс Е т гу 65а) 


Перемножая уравнешя (10) и слагая результатъ съ этимь выражешемъ, 
мы найдемъ: 
5 
"^ 4с051 а созф В созту 


(1) 
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Чтобы вычислить ращусъ вписанной окружности о и три ратуса внфвпи- 
санныхъ окружностей 0, 0,, оз, замЪтимъ, какъ это видно на фиг. 13, что 


24 = о(а-НЬ- с) =о.(-а-+ Во; 


поэтому 
ст ыы Ш р 
ре В са, = = С 
откуда 
У о 
оо то д ГИ. ПВА 


Съ помощью формулъ (7) и (8) мы отсюда 
получаемъ: 
о = 5210613, 
о =54а, 0, =53В, (12) 
03 = 5057, 
что легко вывести и чисто геометрически. 
Если мы выразимъ А черезъ а, В, с по формулЪ (7), то получимъ 


_ С а+ь-+- да -+да+ь--9 _. 6960609 


Фиг. 13. 


40? 
атр-ес $ 
4 „_ О + са _ 4.56 Тов 
— —а-ь-с ;5—а 3) 
а (а Ь-- с) (- ар о@а-+- 0) _ , 5506 а) 
:- а- Вс ри 5—6 
доз _ @ ОС аа -В+9 _ .56 968, 
й ас У 


0,” получается изъ 0?, если мы замфнимъ 4 на — а или же ВБисна —В 
и — с, аналогично получаются остальные радусы. Можно составить 
уравнене 4-ой степени, корнями котораго служатъ в РЬ 0 2 
коэффищенты котораго содержать квадраты сторонъ 4, Ь, с (ср. $ 24). 


5. Какъ раньше мы исходили отъ задачи - опредфлить по тремъ 
сторонамъ треугольника остальные его элементы, такъ здЪсь мы примемъ, 
что намъ даны двф стороны аи В, заключенный между ними уголъ 7, 
требуется же опредфлить третью сторону С и углы а и В. 

Непосредственное рЬшене даеть намъ сначала теорема косинусовъ, 
когда же найдена сторона с, то теорема синусовъ. Если мы хотимъ раньше 
опредфлить углы а и В. то первое изъ соотношенй (3) $ 28-го даеть: 


ссозВ =а- Всозу, 


27 $ 31 


а отсюда по теорем синусовъ (сзшВ = рэпу) 


со В эту = а — Всозу; 
а, слЪдовательно, 
эту 


+ НЕВЕ 
5В а —Ьсозу 


(14). 


6. Однако, эти формулы страдаютъ тфмъ недостаткомъ, о которомъ 
мы уже говорили выше, именно он$ не приспособлены для логариеми- 
ческихь вычисленй. Лучише результаты можно получить изъ гонюметри- 
ческихъ формуль (9) $ 29-го, въ которыхъ мы теперь напишемъ а и В 
вмфсто ди р: 


с0$ СЕР та зи) = &п(а -| В) со$ Е 
п ЕР ма — 05) = п (а -+ В) зт Ч, 


Такъ какь а-В=л—у, то зш(а - В) = эту. Замъняя же эта, зтр, 
пу равными имъ, согласно соотношенямъ (10), величинами 4/27, В/2т, 
с/2т и устраняя общаго множителя 1/27, получаемъ: 
т а_В 

2 


та. 


(а В) соз 


(15) 


(а - Эзт В: Е сзт ®— В. 
2 2 
Эти формулы извЪстны полъ назвашемъ уравненй Мольвейде *). ДЪля эти 
уравненя почленно другъ на друга, мы получаемъ теорему тангенсовъ: 
Вена Иен. 
Ё а г В ат 


Принимая во внимаше, что а В Ру = л, это уравнеше можемъ пред- 
ставить въ такомъ видф: 

р 

2 а-Ь 

Если а, $, у даны, то отсюда можно получить разность а — В, а сь по- 
помощью ея и отдфльные углы а и В, ибо 


2а=л-+а—В-—у 2В=л—а-В у, 


затЪмъ сторону с можно опредфлить при помощи любого изъ уравнений (15). 


[#2 
+ 
50 


*) МоПме!4Ье, род. въ 1774 г. въ г. ВольфенбютгелЪ, быль математикомъ 
и астрономомъ, умеръ въ ЛейпцигЪ въ 1825 году. 
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7. Уравненя Мольвейде можно также получить очень просто при 
помощи слфдующихъ геометрическихъ сооображенй. 

Если мы въ треугольникё АВС (фиг. 14) отложимъ 


Ср = СЕ = СА, 
то 


ВБ =а-в ВЕ=а-. 


Е ДалЪе 
х 575 =@а х— У Е В, 
_@- В о. 
ры } 
пря Св 
М о 
В Е а — 
Фиг. 14. ЯР =”. 
примфняя поэтому теорему синусовъ къ треугольнику 4ЮВ, получимъ: 
(а— В) зт ЕВ сы“ |= 
Точно такъь же изъ треугольника ВАЁ имфемы 
(а-Е В) соз В сов "В, 


что вполнЪ согласуется съ уравненями (15). 


5 32. Ршеше четырехугольниковъ. 


1. Прим5нене тригонометрическихь формулъ къ р-шеню много- 
угольниковъ производится такимъ образомъ, что мы разбиваемъ много- 
угольникъ на треугольники. Такъ, напримфръ, въ четырехугольник$ сумма 
угловъ равняется четыремъ прямымъ, т. е. равня- 
ется 2л, и четырехугольникъ опредфляется пятью 
своими элементами. 

Въ самомъ дЪлЪ, если мы, наприм$ръ, при- 
мемъ, что даны четыре стороны и одинъ изъ 
угловъ, то мы получаемъ, во-первыхъ, треуголь- 
никъ, въ которомъ даны дв стороны и уголъ, 
между ними заключенный, и третьей стороной 
котораго служитъ агональ четырехугольника. 
Эта дагональ съ двумя другими сторонами че- 
тырехугольника образуетъ второй треугольникъ, дополняющйй первый 
до четырехугольника. 


Фиг. №5. 


29 $ 32 


Положимъ теперь, что намъь даны четыре стороны и сумма двухъ 
противолежащихъ угловъ, Стороны четырехугольника АВС (фиг. 15) 
мы обозначимъ черезъ а, В, с, Ц, а углы черезъ а, В, у, д такимъ обра- 
зомъ, что стороны а, В заключаютъ уголъ а, а стороны с, @ — уголъ у. 
Если теперь черезь К обозначимъ дагональ ВП, то теорема косинусовъ 
въ примфнени къ двумь треугольникамь АВ и ВСП даеть для В? 
два выраженя 


В? = а? - 6? — 2афсоза = с? + 42 — 2с4созу, (1) 
и отсюда первое соотношеше 
(а? - 5? — с — 4?) = афсоза — с4созу. (2) 
Если далфе выразимъ площаль 9 четырехугольника, складывая пло- 
щади двухъ треугольниковъ, то мы получимъ 
20 = афзта - сазту; (3) 
возвышая же уравненя (2) и (3) въ квадрать и складывая ихъ, полу- 
чимь ($ 27 (7), 5 29 (1)): 
4 90° | 1(4? + р? — с? — 4?) = 22-1 с? -- 2арс4 соз(а-+ У). 
Здфсь мы положимъ: 
426? -- 624? = (ар + са}? — Зарса, 


и тогда мы получимъ ($ 29 (8)): 


2 
ПВО Ь 50° — ЕР — Я 0) — 1вавс4 (о° ет) | 


Съ другой стороны, 
(42 -- В? — с* — 42)? — 4(а6 + са)? 
О Вс) (а- 8 — са) 
= (асе фачньы-стд а ее Фа-ь-с- 4; 


если мы поэтому обозначимъ черезъ $ полупериметръ: 


5 = (а са, 
то предыдущее выражеше приметъ видъ: 


ОЕ 0. 


Мы получаемъ, такимъ образомъ, окончательно для квадрата площади 
четырехугольника выражене: 


2 
6 -6-96-56—06 0 ава (54 у „ Ш 


въ которомъ а -|- у можно замфнить черезъ В -| д. 


$ 32 


30 


Это выражеше для ©? при данныхъ сторонахъ д, В, с, 4 принимаетъ 
наибольшее значеше, если с051(а-- у) = 0, т. е. если а - у = л. Что 
сумма двухъ противолежащихъ угловъ равняется л, это служить крите- 
р!емъ вписаннаго четырехугольника. Мы получаемъ, такимъ образомъ, 


предложене: 
Изъ вс 


Ъхъ четырехугольниковъ, имфющихъ т$ же самыя 


стороны, наибольшую площадь имфетъ вписанный въ кругъ 
четырехугольникъ. 


2. Соотношен!е между отрфзками, соединяющими четыре 
точки. Четырехугольникъ также вполн$ опредфляется, если даны его сто- 


роны и одна дагональ. Въ самомъ дЪлЪ, по 
двумъ парамъ сторонъ и данной дагонали 
можно построить тф два треугольника, ко- 
торые совмфстно образують нашъ четы- 
рехугольникъ. Однако, четырехугольникъ 


3 


опредфленъ однозначно только въ томъ 
случаЪ, когда вмфстЪ съ тфмъ дано, какЯя 
стороны пересфкаются на данной дагонали 


а и съ какой стороны ея. Такъ какъ этимъ 


опредфляется вторая дагональ, то отсюда 


слфдуетъ, что между шестью отрфзками, соединяющими попарно четыре 
точки, существуетъ зависимость. Эту именно зависимость мы и желаемъ 


опредфлить. 


Пусть 0, 1, 2, 3 (фиг. 16) булутъ четыре данныя точки, (01), (02), 
(03), (12), (13), (23) -отрЪзки, соединяюще эти точки попарно. ПримФняя 
теорему косинусовъ къ треугольникамъ (023), (031), (012), мы получаемъ: 


(23)? = (02)? - (03)? — 2(02) (03) соза, 
(31)? = (03) - (01)? — 2(03) (01) соз (а - В), (5) 
(12)? = (01)? + (02)? — 2(01) (02) соз В. 


Если положимъ здфсь для сокращен: 


то получимъ: 


а = (01), Л = (02)? -{ (03)* — (23), 
Ь = (02), В = (083)? -- (01) — (31, (6) 
с = (03), С = (01% - (02)* - (12), 
27 Бссоза = , 
2У са соз (а -+ В) = В, (7) 
2 Уафсоз В = С, 
8арссоза соз В соз (а + В) = АВС. 


Е чм 


31 $ 32 
Между тремя углами а, В, (а -- р), согласно соотношеню (6) $ 28-го, 
имфеть мфсто зависимость: 


с05?а -- с05?В -|- 05? (а -- В) —- 2 соза соз В соз(а 8) = 
вставляя же сюда выраженя (7), получаемъ: 
а 4 - БВ? - сСз = АВС- 4афс. (8) 


Въ связи съ выраженями (6) это и даетъ искомую зависимость *). При 
этомъ выводЪ, а также въ окончательномъ результат, точкф 0 принад- 
лежить извфстное преимущество передъ другими. Однако, эта ассиметря 
формуль исчезаетъ, если мы въ равенство (8) вставимъ выражен (6). 
Формулы становятся, однако, нФсколько длинными. Если мы возьмемъ 
четыре точки въ пространствЪ, а не въ одной плоскости, то между ними 
и ихь разстоянями не будетъ никакой зависимости. Но въ этомъ случаЪ 
мы можемъ выразить объемъ тетраэдра, вершинами котораго служать 
эти точки, черезъ соединяюще ихъ отрфзки; приравнивая же этотъ 
объемъ нулю, мы получимъ услове, при которомъ точки лежатъ въ 
одной плоскости. 


3. Теорема Птолемея **). Если положене четырехъ точекъ не 
вполнф произвольно, то между четырьмя отрфзками, ихъ соединяющими, 
могуть имфть мЪфсто и друМя соотно- 
шенЯя. Прежде всего, если точки лежать 
на одной окружности, то имБеть мЪсто 
теорема Птолемея, которую мы сейчасъ 
выведемъ. 

Пусть а, а’ и В, $’ будуть двЪ пары 
противоположныхь сторонъ вписаннаго 
четырехугольника, с, с'— его дагонали. 
Между этими отрфзками имфеть мЪсто 
зависимость, которую легко вывести изъ 
теоремы косинусовъ. 

Въ самомъ дфлЪ, обозначая уголъ, 
содержащйся между сторонами 4 и р, 
черезъ (46) и уголь между сторонами д’и |’ черезъ (а’р”), мы изъ 
треугольниковъ ас и а’’с’ (фиг. 17) будемъ имфть: 


с? = 2 -- № 2арсоз(а6), 
с? = а’ в?— 21 соз(а'Ъ,). 


Такъ какъ далфе углы (а6) и (а’Р’) дополняютъ другъ друга до 24, то 
со5(аБ) -{ соз(а’Ъ/) = 0. Поэтому изъ предыдущихъ соотношенй получаемъ: 


Фиг. 17. 


*) Саизз’ \МеКе, Ва. [Х, $. 948. 
**) Ср. Егап2 Меуег, АгсЫх аег Май. и Рвузк (3) Ва. 7, 5. 1. 
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сара) = (а? Ра - (а* , 03а 


Й р ’ ’ (3) 
= (аа’ + 54’) (аб -+ 6%). 
Такимъ же образомъ изъ треугольниковъ аЁ’с’и а’Ъс’ получаемъ: 
сз (ар’ + Ба’) = (аа’ + 55) (ав а’Ъ’). (10) 


Если мы перемножимъ эти соотношены почленно и сократимъ на 
(ар -- а’) (ар - Ба), то мы получимъ 62’? = (аа Ь’)?; извлекая же 
отсюда квадратный корень, получимъ: 


сс =аа’ + 6’ 


это и есть теорема Птолемея, которая въ словахъ выражается слФду- 
ющимъ образомъ: 

Во вписанномъ въ кругъ четырехугольник$ прямоугольникъ, 
построенный на двухъ его д{агоналяхъ, равенъ суммЪ прямо- 
УГОЛЬНИКОВЪ, соотв тственно построенныхъ на противополож- 
ныхЪъ сторонахъ. 

Раздфляя уравненя (9) и (10) другъ на друга и извлекая квад- 
ратный корень, получаемъ: 


с _ арфе. 


е  а+аь 

4. Теорема Стюарта *). Другой частный случай расположен я 
четырехъ точекъ имфетъ мфсто, если три точки расположены на одной 
прямой. Мы получаемъ тогда фиг. 18; р$фчь идеть 
А о шести отрзкахь ИВ, ИС, АБ, ВС, ВР, СЮ, 
между которыми, прежде всего, имфеть мФсто со- 
отношене ВС = ВО-- СО. Между этими отр$з- 
ками имЪеть мЪсто, однако, еще одно соотношене, 
которое мы также получаемъ изъ теоремы косину- 
совъ. Именно, если обозначимъ уголь {ОС черезъ 

а, то теорема косинусовъ даетъ: 


В р ы. 2 © 2 2 
АВ =АП-+ ВПАЛ. ВО соза, 
А АС А’-Ср- АВ. СВ 


Если исключимъ отсюда соза, умножая первое уравнеше на СХ, а вто- 
рое на ВГ), то получаемъ: 


ЯВ. Ср-АС.ВБ=Ар(ВЬ-+ СБ) +В. СО+ СО’. ВБ. 


*) Ма\Нем З+е\магЪ, теологъ и математикъ, жиль 1717—1785 гг. въ Шотланли. 
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Если же сюда подставимъ 


В+ СО=В 
В". С++ СТ’. ВО = ВР.СЬ(ВЬ- СБ) = ВС. р. СО, 
то получимъ: 

ИВО С". ВО Я. ВС = 


это и есть теорема Стюарта. 


св Стя 


$ 33. Точки Брокара. 


1. Если изъ точки К, расположенной внутри треугольника АВС, 
проведемъ прямыя къ его вершинамъ, то послЬдны образуютъ со сто- 
ронами треугольника, вообще говоря, различные углы. Есть, однако, одно 
особенное положеше точки К, при которомъ эти углы становятся равными: 


3- КАС = х КСВ = = КВА=@ (фи. 19). (1) 
Аналогичнымъ образомъ можно отыскать такую точку А’, чтобы 
х К'АВ = х К'ВС=х Ю'СА. (2) 


Эти точки А и К’ называются точками Брокара *). 

Углы даннаго треугольника обозначимъ черезъ а, В, 7. Въ такомъ 
случа въ треугольникё АСК уголь при вершинф 1 равенъ ©, при 
вершин$ (` равенъ у @, а, слЪно- 
вательно, при вершинЪ К уголь ра- 
вень л -у. Если въ точкЪ С возста- 
вимь перпендикуляръ С(;; къ сторонЪ 
ВС и построимъ равнобедренный 
треугольникь АСС,, то посльднй 
имфетъ при вершинахь Ди С углы 
л/2 —у, а, сл6довательно, уголъ при 
вершин (/, равень 2у. Поэтому в: 


О НИИВ 


7 
рой 


есть центръ дуги .4ЮС, вмыцающей % 

вписанный уголь л_-у. Точка В ле- р 
жить, слЬдовательно, на окружности, С й 
описанной изъточки (/, райусомъ ‚С. $ 


Если мы произведемь то же 
построеше для двухъ другихъ сто- 
ронъ треугольника, то мы получимъ 
три окружности, которыя пересфкаются въ искомой точкф К. 


Фиг. 19. 


*) Ср. главу о новой геометрии треугольника въ сочинени: Е Разса!, 
„Веренопит ег Нбнегеп Мафетанк“ 1). 

*) Подробное изложеше новой геометрм треугольника можно найти также 
въ русскомъ сочинеши Д Ефремова „Новая геометр!я треугольника“. 

Веберъ. Энциклоп. элемент. геометраи. Е 
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2. Чтобы опредфлить уголь @, примфнимъ теорему синусовъ къ 
двумъ треугольникамь СК. и СКВ. Мы тогда получимъ: 
—_. бзтшо азш(В 6) 
о ттиие = Е 
зшу зп В 
Если же здфсь, опять-таки по теоремЪ синусовъ въ примЪфнени къ дан- 


ному треугольнику, положимъ 4: р = эта: зив, то получимъ: 


зтВ это  этазт(Р- в). 


ту эт В } 
а такъ какъ по теоремф сложеня 


зп (В — 09) = зтВ с05% — созр эт, 


то 
3 эпб эта созВ Е 
эт @ | — — с05 эта, 
эту зт В 
откуда 
эшй 
сою со а а 
8 ЕР эту эта’ 


наконецъ, такъ какь тр == эта созу -- эту соза, то 


сою» — сова -- сов В + со ву. (1) 


Если мы отложимъь тоть же уголъ @ въ вершинахъ А, В, Сне 


при сторонахъ 6, а, с, а при сторонахъ с, 4, р, то мы получимъ вторую 
точку Брокара. 


$ 34. Основныя формулы для многоугольника. 


1. Разсмотримъ ломанную линю 0, 1, 2, 3,..., п, состояшую изь 
отрфзковъ (:, 4, @з, ---› @л- Мы предположимъ, что каждый отр$фзокь 
повернутъ отъ предылущаго на опредЪфленный 
уголъ въ одномь опредфленномт, произвольно 
установленномъ направлении, которое мы при- 
мемъ за направлеше иположительнаго вращеня:; 
мы примемъ, что углы поворота, которые 
мы обозначимъ послфдовательно черезъ (12), 
(23),..., (и № и), всЬ меныше л, и что 
сумма ихъ меныше четырехь прямыхъ, такь 
что направлене отрфзковь не слфлало пол- 
наго оборота (фиг. 20). 

Если мы соединимъ конечную точку п сь исходной точкой 0 отр$з- 
комъ п, то мы получимъ многоугольникъ (он -- 1 сторонахъ) съ исклю- 
чительно выходящими вершинами, въ которомъ несмежныя стороны 


6---77--- 


о 
Фиг. 20. 
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нигдЪ не пересфкаются. Углы же этого многоугольника равны л (12), 
бен (75), бовь 

Повороть (1, Ё) стороны а» относительно стороны 4;, если >, 
выражается положительнымъ угломъ, именно 


(= очаь руке. + ==, 


ОтрЪзками 41, а.,..., али углами поворота (12), (23),..., (и—1, п) 
ломанная, а вмфстЪ съ тфмъ и многоугольникъ, однозначно опредфлены. 
Но самые эти 211 элементовъ (въ извфстныхъ предфлахъ) могутъ быть 
заданы совершенно произвольно. Е 


Если ломанная замыкается, то она образуетъ п-угольникъ. 
Сумма угловъ (12) + (23) +... (и рп) равна 2л, а отрЪзокъ 
Ч долженъ быть равенъ нулю. 


2. Постараемся опредфлить замыкаюций отрЪзокъь 4 по даннымъ 
элементамъ 4., 4, ..., а, (12), (23), +... 1, п); мы начнемъ съ 
случая п —=3 (фиг. 21). 

Мы продолжимъ стороны 4, и а. до пересфчени вь точкь 4 и 
обозначимъ отрЪфзки 41, 42 черезь аи а.’; тогда изъ греугольника 
(412), въ которомъ уголъ при вершин$ 4 равенъ 


л (13), получаемъ: ы 
‚911 (23) о. 8) 
ба — 43 тт)? “8 = 4 эт (13), 


а, слфдовательно, по теоремЪ косинусовъ, 


: 2 - 2 
ма (. а." и ь (+, м 


* эй (13) зи (13) Е 
эп (23) эт а 3 Фиг. 21. 
(и, 169) (*. + а. = (13) с0$ (13); 


пользуясь же формулами 
31(13) — 511(12) соз(23) + с0$ (12) 51(23), 
с05 (13) = с0$(12) соз (23) 51 (12) 511(28), 
мы получаемь съ помощью простого вычислений: 


4? — а, аа? - 24.43 с05(23) 
+ 2а,а, соз(31) + 24, а. с0$ (12). 


() 


Эта формула остается въ силЪ и вь томъ случаЪ, когла прямыя 
9; и аз пересфкаются полъ стороной да. 
3= 
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Пользуясь знакомъ суммованя, эту формулу можно представить въ 


такомъ видЪ: 


а? = Уаз -- 2Ха,а, соз(а, №). (2) 


Въ этой формЪ она справедлива для любого и, если мы распространимъ 
первую сумму на вс значеня 7 оть 1 до п, а вторую на вс сочетаня 
чисель 1, 2,..., Й По два. 

Эту формулу во всей ея общности легко доказать путемъ перехода 
оть я— 1 кь и; для этого достаточно ломанную 41, 4%, @з» -.-› @» ПРИ- 
вести къ и —1 отрфзкамъ, пропуская одну изъ сторонъ и продолжая 


аз з 


Е а 


Фиг. 22. Фиг. 23. 


дв друмя до ихъ пересфченя, такъ что получится И — 1 отр$зковъ 
41, @з', @в, ---› @в», Для которыхъ формула считается доказанной (фиг. 22). 
Теперь остается’ воспользоваться первой изъ двухъ формулъ: 


$й1(13) соз (24) = зи (23) соз(14) 511(12) с0з(34), 
зт(13) эт (24) = э(23) зи (14) +- зи (12) эп (34), 


(3) 


которыя легко получимъ изъ теоремы сложешя тригонометрическихъ 
функщй, если положимъ (фиг. 23): 
(14) = (13) + (84), 
(24) = (23) + (34), 
(12) = (13) — (23). 
3. Непосредственно мы можемъ придти къ формул (2) также 
слБдующимъ путемъ. Выберемъ произвольное постоянное направлене А 
въ плоскости многоугольника и обозначимъ черезъ а, 4, @з, .-.-› @н 


углы между направленемъ Х и направленями @;, @о, аз, -..› @»» ОТСЧИ- 
тывая послфдня въ сторону положительнаго вращенйя. Тогда 


(1, В =а, —@; 


вмфстЪ съ тёмъ й,с05а, есть проекшя отрЪзка а, на направлене Х, счи- 
тая таковую положительной или отрицательной, смотря по тому, будеть 


ли соотвфтствующй уголъ а острый или тупой. 


ЦРУ Ч 


але ргоае поете пкрае, пиишшшшшшишныи.... 
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Такъ какъ многоугольникъ замкнутый, то сумма всфхъ положи- 
тельныхъ проекшй должна имфть такую же длину, какъ и сумма всЪхъ 
отрицательныхь проекшй; сумма же всфхъ этихь проекщшй равна нулю. 
Это справедливо даже и въ томъ случа, если многоугольнихь имфетъ 
входяще углы, а также, если стороны многоугольника другъ друга пере- 
сЪкаютъ. Итакъ, 


-@с05а = а, соза, -- а. соза, |-... Ра, созаи. 


Если мы теперь замфнимъ направлеше Х перпендикулярнымъ къ нему 
направлешемъ 7, то всЪ углы а; возрастутъ на 7/2, и мы получаемъ: 
азта = а. зта, -- аазта, +...-+ а, эта. 


Возвышая двЪ посл5дня формулы въ квадрагъ, складывая ихъ и прини- 
мая во внимане, что 
с0$ а? -- зта? = 1, 


соза, соза, -- зта, зта, = соз(а, — а), 


мы получаемъ формулу (2). 


4. Легко выразить также площадь многоугольника черезъ стороны 
Чл, 4, ..., @в и углы (т, Р). 

Мы опять начнемъ съ четырехугольника 0193 (фиг. 24), который 
мы дополнимъ до треугольника 043. Если Ё есть 


площадь четырехугольника, то 
2Е = — (4 а’ - (а’- а1) (аз’ + аз)) эт(13); а; С 
съ помощью же формулъ 


‚ _„ (23) се 51 (12) 
= 13)” % = 5198) 


получаемъ: 32-------р------ 20 


2Е = а»аз э1п(23) + а, а, (12) +- а, а; зи(13). Фиг. 54. 


Это выражеше можно опять-таки написать въ формЪ 
2Е = Ха, а, эт(ь №), 


въ которой оно остается справедливымъ при любомъ числЪ сторонъ. 


$ 35. Периметръ и площадь правильнаго многоугольника. 


1. Если мы въ кругф ращуса у возьмемъ центральный уголъ За, 
менышй л, при чемъ а есть дуговая мфра угла, то длина соотвфт- 
ствующей дуги равна 2та, а площадь сектора равна 7? а. Хорда 25$ иметь 


5 35 38 
длину Этзта, а площадь АВ’(С” равна 7 ва (фиг. 25). Такъ какъ | 
хорда короче дуги, а площадь треугольника болыше площали сектора. то 

па < ах а. (1) 


2. Положимъ, что а и В суть два угла первой четверти, при чемъ | 
а > В. Въ такомъ случаЪ | 
зи эта  аэтВ — Выпа 


р . В а сре Ва: (2) 
и, если въ числителф послфдней дроби поло- 
ЖИМЪ 
эта = эт(В -Ра — В) 
— зи с0$(а — В) -- созВэи (а В), 
А то получимъ: 
азшВ — Взта | 
— (В-Ра — В) зтВ -— ВэтЁ соз(а — В) 
- ВсозВ эт(а В) 
= ВэтВ(1 — с0з{а —В)) 
Фиг. 25. ы -- В(а - В) созВ (= м 2) : 


Но это выражеше въ виду неравенства (1) всегда имфетъ по- 
ложительное значенуе, ибо 


42 В эт(а В) 
с0з (® В) < 1, вы ар 


а, слЬловательно, и разность (2) также имфеть положительное значение. 


Итакъ: 
Пока уголъ а остается между 0 и 7/2, дробь эта: а убы- 
ваетъ, когда а возрастаетъ. 


3. Въ томъ же предположени @а > В мы разсмотримъ еще разность 


а 158 — Вэта созВ - а зтй со 


а В оВсоза соз В " 


которую можно еще написать и въ такомъ видф: 


(а-- В)эт(а — В) — (а— В)зика-- В) чала ВВ (т —В) | 


зав соза соз В _ 2аВсозасоз В в. 


ав а--В 


Такъ какь а В>а - В, то эта разность, въ силу предыдущей теоремы, 
иметь положительное значеше. ВмфстЬ съ тфмъ мы получаемъ пред- 


ложене: 
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Пока а остается между 0 и л/2, дробь {та :а возрастаетъ 
вмЪ ст съ а. 


4. Если мы теперь возьмемъ уголь 2а равнымъ Я-той части четы- 
рехъ прямыхъ, т.е. = 2л и, то отрфзки ВС и В’С' становятся сторонами 
правильныхъ н-угольниковъ, а треугольники АВС, АВ’С’ составляютъь 
каждый и-тую часть соотвЪтствующаго многоугольника. Первый изъ этихъ 
многоугольниковъ вписанъ въ окружность радуса т, второй описанъ. 

Если мы обозначимъ черезь $и 5” периметры этихъ многоуголь- 
никовъ, черезъь Е и [Ё” ихь площади, то 


= 2нузш —, РЁ =нУй— 085, 
й Н 

с л ы п 

5' = ню [4 Е’ = ты 6 


Ллина окружности содержится между Зи 5', площадь круга между 
Ки Г”. ЧЬмъ болфе возрастаеть п, т5мъ ближе подходять другъ кь 
другу Зи 5', сь одной стороны, Ёи Ё’, сь другой стороны. Общимъ 
предфломъ 5 и 5’ служить окружность круга ул. общимъ предЪломъ 
Е и Г’ площадь круга гл. 


5. Мы можемь выразить площадь н-угольника также черезъ пери- 
метръ, если исключимъ г изъ выражешй для $5 и РЁ (или изъ выраженй 
для 5’ и Ё’). Такимъ образомъ, мы получимъ 


Если периметрь $ не мЪняется, а н возрастаеть, то н®Ю (мн), 
согласно п. 3, убываеть; выраженше для Ё возрастаетъь. Отсюда выте- 
каеть важное предложене: 

Обыкновенный правильный многоугольникъ даннаго пери- 
метра имЪетъ тмъ большую площадь, чфмъ больше число его 
вершинъ п. 

Верхней границей значейй Г` служить 52/4л, г. е. площадь круга 
ралуса 5: 2л (т. 1, 5 118, 4). 


ГЛАВА \1. 


Геометр!я и тригонометр!я сферы. 


А. Орентировка на сферЪ. 


$ 36. Введеше. — Эйлеровы треугольники. 


1. Въ плоской тригонометри мы научились по тремъ независимымъ 
элементамъ треугольника вычислять остальные. Практическое значеще 
такихъ вычисленшй заключается въ томъ, что мы пробрЪтаемь возмож- 
ность, установивъ одинъ базисъ, производить измфрене на земной по- 
верхности, опредфляя только углы. 

Однако, совершенно ясно, что такого рода измфрен!я могутъ пре- 
тендовать на точность лишь до тБхь поръ, пока они ограничиваются 
небольшими пространствами на поверхности земли, точнфе, пока мы 
можемь пренебрегать кривизной земной поверхности. Если же намъ 
приходится имфть дфло съ измфренями большихь пространствъ, то тре- 
угольники имфють уже не плоскую поверхность, а кривую: вмЪсто 
плоскихъ треугольниковъ появляются такимъ образомъь „сферическ!е 
треугольники“, вм$сто плоской тригонометри намъ необходимо поль- 
зоваться сферической тригонометр:ей. 

Однако, исторически сферическая тригонометря ведеть свое начало 
не оть измф5рен8й на землЪ, а отъ измфренй на небЪ. По возрасту она 
является даже старшей сестрой плоской тригонометр!и. Тайны звфзднаго 
неба съ древнихь временъ имфли для людей непреодолимую привлека- 
тельность; ихъ изслёдованю были посвящены древнфйния усифя матема- 
тиковъ. Отсюда и возникла сферическая тригонометря, и по сей день 
она остается для астрономовъ необходимой и вфрной помощницей. 


2. Какъ въ плоской тригономер!и предполагаются извЪфстными важ- 
н-йпИя свойства плоской геометри, такъ и сферическая тригонометрия 
предполагаетъ знакомство съ геометрическими соотношенями на сферъ. 
Эту часть геометр!и принято называть „сферикой“ — геометрей сферы. 
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Однако, представляется нецфлесобразнымъ строго раздфлять сфе- 
рику оть сферической тригонометри. Обф дисциплины проникаютъ и 
оплодотворяютъ другъ друга. Въ первой части мы булемъ, правда, зани- 
маться исключительно чистой сферикой, во второй — чистой сферической 
тригонометрей, но въ третьей части нфкоторыя замфчательныя свойства 
формулъ сферической тригонометр!и приведутъ насъ къ существеннымъ 
и широкимъ обобщенямъ въ области чистой сферики. Четвертая часть 
посвящена практическимъ примфненямъ сферической тригонометрии; на- 
конецъ, позже, когла мы будемъ уже владфть методами аналитической 
геометрии, мы познакомимся съ другимь соединешемъ сферики, сфери- 
ческой тригонометри и аналитической геометр!и — съ такъ называемой 
„аналитической сферикой“ (6 83). 


3. Выбравъ три точки 4, В, С на сферЪ, мы можемъ многооб- 
разно соединять ихъ попарно кривыми линями. Однако, подобно тому, 
какъ на плоскости подъ треугольникомь мы разумБемъ систему трехъ 
точекъ съ соединяющими ихъ кратчайшими линями -прямыми, такъ мы 
и сферическ!й треугольникъ опредфляемъ, какъ систему трехъ 
точекъ съ кратчайшими на поверхности сферы лин!ями, ихъ 
соединяющими; таковыми, какъ можно показать, являются дуги 
окружностей большихъ круговъ, не превосходящ!я полу- 
окружности. 


Наглядно можно изготовить такого рода треугольники изъ кусковъ 
апельсинной корки. 


4. Полъ стороной сферическаго треугольника казалось бы наиболфе 
естественнымъ разумфть абсолютную длину 5 соотвфтствующей дуги 
большого круга. Если мы, однако, представимъ себЪф рядъ сферъ, кон- 
центрическихъ съ данной сфе- 
рой, и на нихъ рядъ треугольни- 
ковъ, подобныхъ данному сфе- 
рическому треугольнику, то по- 
слЪдые отличаются другъ отъ 
друга только масштабомъ, а не 
по существу. Поэтому за сто- Ув 
роны треугольниковъ стараются 


С 
\ 


принять такя величины, кото- 

рыя не зависятъ отъ ратуса р 

сферы. Этого можно достигнуть, ИС, 

если принять за стороны не длины соотвфтствующихъ дугъ, а ихъ отно- 
шеня къ ращусу г. Если 5дв @Сть длина дуги большого круга, прохо- 
лящей между точками и В, и если мы обозначимь стороны, какъ и въ 
плоскомъ треугольникЪ, строчными буквами, соотвЪтствующими противо- 
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положнымь вершинамъ, то стороны сферическаго треугольника 
опредфляются слБдующими уравнен!ями (фиг. 26): 


а= ВС “с, 

ши: п = 
уд 
У4в 

с дв= “4. 


Но, съ другой стороны, 5»с.7 есть не что иное, какъ уголь ВОС, 
выраженный въ дуговой мЪрЪф, если О есть центръ сферы. Мы можемъ 
поэтому сказать: 


Сторонами сферическаго треугольника служать плоск1е 
углы трехграннаго угла, проектирующаго сферический тре- 
угольникъ изъ центра сферы. 

Этимъ устанавливается тфсенЪЙйшая связь между сферикой и геоме- 
трей проектирующаго трехграннаго угла. Каждому предложеню, касаю- 
шемуся одного образа, соотвЪтствуетъ предложене, относящееся къ дру- 
гому образу. 


5. За углы сферическаго треугольника мы булдемь принимать углы, 
образуемые соотвфтствующими дугами и содлержашеся между О и Л. 
Такъ какъ углы между кривыми линями измфряются углами межлу каса- 
тельными, а послЪдня для сферическихъ кривыхъ перпендикулярны къ 
радтусу, провеленному къ точкЪ касаня, то мы можемъ сказать: 

Углами сферическаго треугольника служатъ двугранные 
углы проектирующаго трехграннаго угла. 

Эти углы мы будемь помфчать греческими буквами по соотв 1- 
ствующимъ вершинамъ. 


6. Установленное выше поня\е о сферическомъ треугольникЪ мы 
булемь называть Эйлеровымъ; это будетъ намъ кстати напоминать, что 
на Эйлера нужно смотрФть, какъ на отца современной сферической 
тригонометрии *). 

Это поняме исключительно господствовало въ наукф до ЖХ-го 
столЪтя, въ школахъ же ло настояшаго времени. 


*) Рипстрез 4е 1а Тиропотёше зрНёнаие, @гёз де 1а пб о4е 4ез р!из тата 
её ршз рев. Мёш. 4е ГАсаа. 4е Вей, +. ТУ, 1753 —Тивопошеёа зрНаейса ишуегза, 
ех рипик рипс!рйз Бгеуцег её ис 4е Чепуаа АсЁ Ренор. 1779. Оба мемуара (изъ 
которыхь первый, исходящий отъ дифференшальныхь уравневшй геодезическихъ 
лин, не элементаренъ) имфются на н-мецкомъ язык въ издаши классиковъ 
Оствальда (Оз ма! КЙаззщег, № 73). 
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Характерными особенностями Эйлеровыхъ треугольниковъ являются 
слЪлующй: 

а) Стороны и углы Эйлерова треугольника лежатъ между 
Оил. 

Ь) Три точки на поверхности сферы опредЪляютъ одинь 
и только одинъ Эйлеровъ треугольникъ, если никак!я двЪ изъ 
нихъ не расположены д!аметрально другу къ другу. 


7. Изь геометрическихь свойствъ трехграннаго угла вытекають н$- 
которыя предложен относительно Эйлеровыхъ треугольниковъ, которыми 
намъ придется часто пользоваться въ четвертомъ отдЪлЪ. 

1. Сумма сторонъ Эйлерова треугольника содержится между 0 и 2л. 

2. Сумма угловъ Эйлерова треугольника лежить межлу ли Зл. 

3. Въ Эйлеровомь треугольникф противь большаго угла лежитъ 
бблышая сторона, а противь равныхъ сторонъ лежатъ равные углы. 


& 37. Стереографическая проекщя. 


1. Чтобы избъжать затрудненй при изображени перспективныхъь 
чертежей, которые еше усложняются въ слБдуюшемъ параграфЪ всл$л- 
стые особой формы фигурирующихъ тамъ треугольниковъ, очень жела- 
тельно имЪть такое отображеше сферическихъ фигуръ на плоскости, по 
которому можно было бы ясно распознавать первоначальныя простран- 
ственныя соотношенй. 

Это достигается при помощи отображеня, которое вь картографии 
извфстно полъ назвайемъ „стереографической проекц!и“. 

При стереографической проекШи точки сферы проектируются изъ 
точки (центръ проекщи), лежащей на сферЪ, на плоскость, перпендику- 
лярную къ маметру, проходящему черезь центръ проекши- 

Для упрощешя р$фчи мы представимъ себЪ сферу въ видЪф земного 
шара и сообразно этому будемъ говорить о сЪверномъ полюс, южномъ 
полюсЪ и т. д. 

За центръ проекц!Й мы выбираемь южный полюсъ; за пло- 
скость проек\й — плоскость экватора 5. 

Каждой точкф Р сферы въ такомъ случаф отвфчаеть точка Р’” на 
плоскости =. Точки, расположенныя на экваторф, отвЪчаютьъ каждая самой 
себЪ. Изображения точекъ сфвернаго полушар!я расположены внутри эква- 
тора, а изображеня точекь южнаго полушаря —внЪ экватора. Южному 
полюсу соотвЪтствуетъ любая, безконечно удаленная точка плоскости &. 
Въ видахъ однозначности цфлесообразно принять за безконечно удаленный 
образь на плоскости не „безконечно удаленную прямую“, а „безконечно 
удаленную точку“, какъ это дфлается въ учеши объ инверби ($ 9). 

Въ такомъ случаЪ отображене булетъ однозначное. 
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2. Въ вилахъ дальнфИшихъ нашихъ разсужденй мы воспользуемся 
въ течене короткаго времени системой прямоугольныхъ координатъ, на- 
чало которыхъ совпалаетъ съ центромъ сферы О, оси х-овъ и у-овъ 
расположены въ плоскости экватора, а положительная ось х-овъ илеть 
оть центра къ сфверному полюсу ®). 

НъЪкоторая точка Р на сферЪ имЪетъ координаты х, у, 4- 
Каковы координаты х’, У’ ея изображения Р’?. 

Для отвфта на этоть вопросъ мы введемъ сверхъ прямоугольныхъ 
коорлинать еще полярныя. Пусть ф, о и < будуть полярные коорди- 
наты точки Р, гдЪ $ означаетъ уголъ, 
который образуетъ мерил!ональная пло- 
скость, проходящая черезъ точку Р, съ 
плоскостью перваго меридана, а о озна- 
чаетъ разстояне точки Р оть земной 
оси; пусть ф’и 0’ будутъ координаты 
точки Р’. Тогда, очевидно, 


ф = 9. а) 


Если рамусь сферы г извфстенъ, 
то положенше любой точки Р опрел$ля- 
ется двумя данными, — напримЪръ, фид. 
Принимая во внимане соотношеше (1) 
и то обстоятельство, что 0 зависитъ 


© 


Фиг. 27. 


только отъ х, а не оть ф, намъ остается 
еще только выразить 0’ черезъ 5 (ит). 
Съ этою цфлью мы можемъ выбрать точку Р въ плоскости чертежа 
(фиг. 27). Тогда 


А5ОР’— АЗОР- А Ром. 
Поэтому 
ОК 
о т 7 х ; (2) 
= ——; (3) 
слЪловательно: 
еее рева 4) 


Предложен1е. Переходъ оть точекъ Р на сферЪ къ соотвЪт- 
ствующимъ точкамъ Р’ на плоскости выражается уравнен1ями: 


Е 


ГЕ 7» 092 Рав 
9-9 Е 


*) См. главу „Аналитическая геометрия въ пространствЪ“ (5 98). 
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а переходъ отъ плоскости къ сферЪ — уравнен1ями 


7? — 02 


ф=ф, д 


3. ИзслЪдуемь теперь, какъ окружности плоскости отображаются 
на сферЪ. 

Каждая окружность въ плоскости въ полярныхъ координатахъ вы- 
ражается уравнешемъ: 


о’? + Чо созф' + Во’ эт" + С=0. (5) 


При помощи соотношенйй (2) и (1) мы получаемъ: 


0’ с0з т о. =х^ 

0 ф ие --А7" г’ 
ан ‚у п 
0’ $1 — о - 
о зпф о Е У и З° 

поэтому уравнене 5-ое переходить въ уравнеше 
Агх + Вту + (С-- "+ С++ т) =0. (6) 
Это — уравнеше плоскости. Плоскость же пересЪкаетъ сферу по 


окружности. Такъ какъ, съ другой стороны, уравнеше (6) можетъ выразить 
любую плоскость, то и любая окружность на сферЪ можеть быть 
разсматриваема, какъ пересфчеше ея съ нфкоторой плоскостью вида (6). 
Мы получаемъ такимъ образомъ предложеше. 


Каждая окружность на сферЪ при стереографической проек- 
щи отображается на плоскости окружностью и обратно - каждая 
окружность на плоскости соотвЪтствуетъ окружности на сферф. 


Только въ томъ случаЪ, если одинъ изъ коэффищентовъ 1, Ви (. 
обращается въ безконечность, окружность (5) переходить въ прямую; 
межлу тьмъ какъ уравнеше (6), попрежнему, выражаетъ окружность 
(прохолящую черезъ южный полюсъ}, какъ въ этомъ не трудно убЪдиться 
также изъ непосредственныхъ геометрическихь соображенй. Г Тоэтому 
злЪсь, какъ и въ планиметри, цфлесообразно разсматривать прямую, какъ 
выролившуюся окружность. 


4. ДвЪ окружности, прохоляция черезь южный полюсь и имфюния 
вгорую точку пересфчешя Р, согласно п. 3, отображаются на плоскости & 
двумя прямыми, пересфкающимися въ нфкоторой точкЪ Р”. Уголъ, который 
окружности образуютьъ при точкЪ [, вслфлстые симметрии, будетъ такой 
же, какъ при точкф 5. Посл5дый же, какь легко видфть, опред$ляется 
перес$ченемъ плоскостей двухъ окружностей съ касательной плоскостью 
въ точкф 5. Но такъ какъ эта касательная плоскость параллельна эква- 
торйальной плоскости, то отсюда слфлуеть: 
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ДвЪ скружности, прохоляшия черезъ точку 5, пересфкаются 
подъ тфмъ же угломъ, какъ и изображающИя ихъ прямыя. 

Двумъ безконечно близкимъ точкамъ сферы также отвфчаютъ без- 
конечно близкя точки на плоскости. Изъ послфдняго предложеня поэтому 
непосредственно вытекаеть: 


Любыя лвЪ кривыя на сферЪ пересфкаются подъ тЬмъ же 
угломъ, какь и ихъ стереографическ!я изображен1я. 

Всякое отображеше, при которомъ сохраняются углы, называется 
конформнымъ огображенемъ. 

Стереографическая проекщя представляетъ собой кон- 
формное отображен{е. 


5. Для насъ наиболфе важны изображеня окружностей большихъь 
круговъ. Такъ какъ каждый болышой кругъ дфлить пополамъ экваторъ, 
который представляетъ свое собственное изображеше, то изъ п. 3 слБлуеть: 

Каждая окружность большого круга и только таковая имЪ- 
еть своимъ изображен1емъ окружность, дф5ляшую пополамъ 
экваторъ; пользуясь терминолочей 5 9, мы можемъ сказать, что изобра- 
женя окружностей большого круга пересфкаютъ экваторъ д1аметрально. 

Сферическ!й треугольникъ изображается, такимъ образомъ, 
треугольникомъ, образованнымъ круговыми дугами, дЪлящими 
пополамъ экваторъ. Оба треугольника имфютъ одинаковые углы, 
но различныя стороны. 

Впрочемъ, и стороны эти легко могутъ быть найдены гео- 
метрическими построен1ями ($ 39, 15). 

Обратно, любымъ тремъ окружностямъ на плоскости, имьющимъ 
общую д1аметральную окружность =, всегла отвфчаетъ сфера, на которой 
треугольнику, составленному изъ дугь названныхъ трехъ окружностей, 
стереографически соотвЪтствуетъ сферичесюй треугольникъ; экваторомъ 
этой сферы служитъ окружность 5. 


6. Представимъ себЪф касательную плоскость къ сферЪ въ точкЪ №. 
Если прямая УР встрфчаеть эту плоскость въ точкь [”, то, ио тео- 
рем Пивагора, 
ОВР а. 
такь какъ, сь другой стороны, 5Р"_= 25Р' вслЬлетые полобя треуголь- 
никовъ 5()Р’и $МР", то 


ЗР- ЭР’ = 2. 
Такимъ образомъ, мы получаемъ предложеше: 


Стереографическая проекщя есть не что иное, какъ ин- 
верс!я съ пентромъ $5 и степенью 21? (см. $$ 9, 11, 24). 


о — о вии, о оби 
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$ 38. Треугольники Мёбуса. 


1. Въ то время, какъ на плоскости между двумя точками проходить 
только одинъ прямолинейный отр$зокъ, мы можемъ на сферЪ соединить двЪ 
точки двумя дугами большихъ круговъ, дополняющихъ другъ друга до 2л. 
Изъ нихъ, правда, только одна, содержащаяся между 0 и л, представляетъ 
собою въ то же время кратчайшую линю между обЪими точками. 

Но, если мы откажемся отъ этого послфдняго требованя, то мы 
придемъ къ сферическимъ треугольникамъ болфе общаго вида, 
стороны которыхъ не должны непремфнно, какъ выше, содер- 
жаться между Оил, а могутъ быть также заключены между 
О и 2л. Въ связи съ этимъ представляется цфлесообразнымъ 
ввести еще дальнфИйшее обобщен1е, именно допустить также 
сверхъ-тупые углы '). 

Это обобщене понят о треугольник ведеть свое начало огъ 
Мёб!уса (Моеи$). и мы будемъ поэтому таке треугольники называть 
впрель треугольниками Мебуса *). 


2. Относительно необходимости такого обобщеня самьъ Мёб1усъ 
высказывается слфлующимъ образомъ (Сез. \е!Ке ИП, р. 74): 

„ДъЪйствительно, только вводя поняте о сферическомъ треугольникЪ 
въ наибольшей его общности, можно лостигнуть полнаго соглафя межлу 
формулами, съ одной стороны, и посгроешями, съ другой стороны. Въ 
самомъ дДЪлЪ, если изъ числа трехъ сторонъ и трехь угловъ тре- 
угольника даны три элемента и требуется найти четвертый, то при по- 
мощи соотв$тствующей формулы всегла можно найти, вообще говоря, 
два различныхь значеня; и въ полномъ соглафи съ этимъ по тремъ 
ланнымъ элементамъ, если мы допускаемъ сверхъ-тупые углы и стороны, 
всегла можно построить два различныхъ треугольника, въ одномъ изъ 
которыхъ мы всегда находимъ одно, а въ другомъ другое значене эле- 
мента изъ найденныхъ при помощи упомянутой формулы; между тЪмъ, 
если мы присоединимь произвольное само по себЪ условше, чтобы ни 
одна сторона и ни одинъ уголъ не превышали л, то въ большинствЪ 
случаевь мы получимъ для четвертаго элемента только одно изъ лвухъ 
значенй, которыя даетъ формула. 

Если, напримфръ, въ сферическомъ треугольникь /{В(’ даны двЪ 
стороны а, $ и заключенный между ними уголъ у, и намъ нужно найти 
третью сторону с, то послфдней служитъ либо одна, либо другая изъ 
двухъ частей, на которую точки „и В дфлятъ проходящую черезъ нихь 


1) Т. е. углы, болыше л. 

*) Моеб!из, Оебег еше пеце Вейап@шиозлуее ег апа[уйзсНеп Зрнанк, 
1846.  Ешуисюипя Чег ОгипФогтеш ег Тивопотече ш этоззиибейсНег АПее- 
шеей, 1860. У21. Цез. \МегКе П. 
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окружность большого круга; эта сторона имфетъ поэтому два значеня, 
дополняюц!я другъ друга до 2л. Съ другой стороны, сторона с опре- 
дЪляется по элементамь 4, би у при помощи формулы: 


с0$с = с03а созф -- зша эшр созу. 


Такъ какъ дуга с опредфляется такимъ образомъ по косинусу, то и эта 
формула даетъ для с два значеня, сумма которыхъ равна 2м. 

Или, если по т5мь же элементамъ 4, В, у нужно опредфлить уголъ а, 
то мы получаемъ, смотря по тому, примемъ ли мы за третью сторону с, 
какь одну изъ сторонъ угла а, ту или другую изъ двухъ дугь АВ, до- 
полняющихъ другъ друга до цфлой окружности, -два угла, отличающихся 
другъ отъ друга на м; эти углы имфють одну общую сторону, а вторыя 
стороны одного и другого угла направлены по окружности большого 
круга, проходящаго черезъь 4 и В въ противоположныхъ направлен яхъ: 
отсчитывать же самые углы необходимо отъ стороны /4(; въ одномъ и 
томъ же направлени. Въ полномъ соглафи съ этимъ находится формула 


зтр сова — зту сова = созр созу, 


связывающая элементы а, Буи а; уголь а опредфляется при этомъ 
своимъ тангенсомъ, а мы знаемъ, что каждому тангенсу отвчають два 
угла, отличаюншеся другъ оть отъ друга на л”“. 

3. Такъ говорить Мёбтусъ. Къ этому мы прибавимъ слБдующее 
соображене, особенно важное для насъ: 

Если мы будемъ допускать стороны и углы произвольной величи- 
ны, то мы получимъ, по существу, т же треугольники Мёб1уса, если 
мы условимся считать стороны и углы, отличаюнИеся другъ отъ 
друга на кратныя Эл, т. е. сравнимые по модулю 2л, за равные; 
такое соглашен!е находитъ себЪ оправдан!е въ томъ, что три- 
гонометрическ:я функщЩи такихъ сторонъ и угловъ, каковыя въ 
конечномъ счетЪ только имфютъ для насъ значен1е, дЪйстви- 
тельно равны между собой. 

4. Чтобы при той точкЪ зр5ня, на которой мы теперь стоимъ, 
однозначно опредфлять дуги и углы, необходимо установить слБлующее 
соглашене. 

На каждой дугЪ большого круга мы будемъ считать установленнымъ 
нфкоторое направлен!{е, которое мы будемъ принимать за положительное; 
противоположное же направлеНе мы будемъ считать отрицательнымъ. 

Въ этомъ предположен!и пусть стороны а, В, с треуголь- 
ника будутъ опредфлены такимъ образомъ, чтобы мы отъ В кь 
С, отъ С къ Л иоть Л къ В постоянно переходили въ поло- 
жительномъ направлен!и (табл. 1) *). 


*) Треугольники на таблиц] 1 начерчены въ стереографической проекши (5 37). 


и ини ип ини 
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Если на окружности большого круга, на которомъ установлено по- 

ложительное направлеше, лежатъ точки 4, В, С,..., Р, О, то въ какомъ 

бы порядкЪ эти точки ни были расположены, всегда имфеть мЪсто слф- 
дующее соотношеше 


АВ+ВС+...+ 20 = АО (тоа. 2п), 
о т 


При точкЪ зрьня Мёб!уса эти общя уравненя могутъ быть за- 
мЪнены болфе частными: 


— — о > 
АВ-- ВС+...+ ВО = АО, 
— — 
ЯВ = — ВА. 

5. Если мы выбрали двЪ окружности большихъ круговъ дири 
желаемъ опредфлить образуемый ими уголъ, то нужно прежде всего 
установить, какую изъ двухъ точекъ ихъ пересфченя мы желаемъ при- 
нимать за вершину (вторая точка пересфченя называется „противопо- 
ложной вершиной“). ДалЪе, на сферЪ нужно установить сторону того 
вращен[я, которое мы будемъ считать положительнымъ; противопо- 
ложное вращенше принимается тогда за отрицательное. 

Въ этомъ предположен!и мы будемъ полъ угломъ (@6) 
разумЪть тотъ уголъ, па который нужно, стоя на сферЪ въ вер- 
шин$ угла, повернуть вокругъ нея положительное направлен!е 
въ окружности 4 въ сторону положительнаго врашен1я, пока 
она не совмЪстится съ положительнымъ направлен1емъ въ окруж- 
ности р. 

Вращене на сферЪ называется правостороннимъ, если положитель- 
ное вращеше совершается по часовой стр$лк$, а въ противоположномъ 
случаЪ оно называется лЬвостороннимъ. 

Если окружности большихъ круговъ 4, 6, с,..., › 4 проходять всЪ 
черезъ однЪ и тБ же двЪ гочки, то, въ какомъ бы порядкЪ окружности 
ни были расположены, всегла имъетъ мЪсто соотношене 


(«О +О+...+ ФФ = (94) (под. 27), 
(а) + (фа) =2л. 


При точкЪ зрфныя Меб1уса эти общя уравненя могутъ быть за- 
мънены болЪе частными: 


(95) + 6 +...+ (64) = @4), 
(ар) = (фа). 
Если мы измфнимь положительное направлеше на одной изъ двухъ 
окружностей на противоположное, то уголь (26) переходитъ въ п-[ (аб). Од- 
новременное измфнеше обоихъ направлен! оставляетъ уголъ безъ перем$ны. 


Веберъ, Энциклонп. элемонт. гоометри. 4 
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Таблица Га. 


Треугольники Мебтуса. 


(^} 
То 
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Таблица ТЬ. 


Треугольники Мёб1уса. 


И } т 0} 
10 
(о) 
я й 


4 
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Напротивъ, уголъ (21) переходить въ 27 - (46). если мы мфияемъ 
сторону положительнаго вращеня на сфер, или же если мы замфщаемъ 
одну другою противоположныя вершины угла. 

6. Углы сферическаго треугольника АВС мы опрелфляемъ 
вершинами „4, В, С и равенствами: 


а — (фо, 
ба (Е 
у — (ар). 


Три точки на сферЪ опредфляютъ теперь 16 различныхъ 
треугольниковъ Меб1уса.. Въ самомъ ДЪлЪ, на каждой изъ трехь 
дугь мы можемъ двумя способами выбрать положительное направлен!е; 
направлеше врашеня на сферЪ можетъ быть также выбрано двумя спо- 
собами; такимъ образомъ, получается 2.2. 2.0 -- 16 комбинашй. 

Изъ этихь 16 треугольниковь 8 изображены на таблиц 1-ой въ 
стереографической проекщи; остальные 8 получаются по „типу“ (п. 7) изъ 
четырехъ среднихъ изображешй путемъ циклическихъ замфщен!й вершинъ. 
Въ каждомь горизонтальномъ ряду второй, тремй и четвертый треуголь- 
ники получаются изъ перваго, если мы измфнимъ направлене соотвЪт- 
ственно на одной, на двухь или на всЪхь трехъ сторонахъ. 

Верхнй рядъ содержить треугольники, соотвфтствующие вращеню 
влЪво, нижнй  вращенйю вправо. 

Первый треугольникъ въ первой колоинЪ есть Эйлеровъ 
треугольникъ. Замфтимъ, однако, что здЪсь за углы треугольшика мы 
должны принимать углы, смежные съ тфми, которые мы считали тако 
выми выше. 

Мы будемъ отличать Эйлеровы треугольники и Эйлеровы 
обозначен!я. Къ первымь мы относимъ т треугольники, углы И сто- 
роны которыхъ не превышаютъ л, независимо отъ того, придерживаемся 
ли мы обозначенй Эйлера или Мёб1уса. Эйлерово же обозначене, кото- 
рое находитъ себЪ примфнеше только въ Эйлеровыхь же треугольникахъ, 
мы указали въ $ 86-омъ; оно имфетъ рЬшающее значеше въ четвертом 
отдфлЪ настоящей главы. Эйлеровъ треугольникъ ВЪ Эйлеро- 
вомъ же обозначен!и мы будемъ называть „обыкновеннымЪъ“ 
треугольникомъ. 

7. Чтобы удобно обозначать всф 16 формь треугольника, мы вве- 
демь н5которые символы. Относя къ сторонамь 4, р, с соотвфтственно 
индексы {= 1, 9, 3, мы будемь обозначать: 
черезъ 5® треугольникь, вс стороны и углы котораго заключаются 

между бил; 

„ 5% треугольникт, вск стороны и углы котораго заключаются 

между ди 2л; 


Фо ладаниннии > онииаиииииннаниниииани 


№ Фо о инь 


58 $ 38 
черезь 53 треугольникъ, въ которомъ только [-ая сторона заключается 
межлу О ит; 
„ 5 треугольникъ, въ которомъ только /-ая сторона заключается 
между ли 27. 

Пусть символь (1—0, 1, 2, 3; 0 =0, 1) имъеть соотвфтству- 
ющя значеня для угловъ. 

Достаточно посмотрбть на таблицу 1, чтобы убЪлдиться, что воз- 
можны только тая комбннащи 5“ а, 90, 1,2, 3;59, е=0, 1), 
въ которыхъ 1 —р; случаямь же г -Е р не соотвфтствують никакя формы 
треугольниковъ. 

ВсЪ возможные 16 формъь треугольниковъ Мёб!уса содер- 
жатся, такимъь образомь, въ символЪ 5®Й”® (1 =0, 1, 9, 3; 
ве = ЖА 

Для такого треугольника мы впредь будемъ пользоваться 
болфе короткимъ обозначен1емъ и которое и будемъ называть 
„типомъ“ треугольника, а знакъь { мы будемъ называть „индек- 
сомъ“ треугольника. 

Нижеслфлующая таблица, въ которой указаны пред$лы сторонъ и 
угловъ каждаго типа, будеть намъ часто полезна: 


жд Ада 


Типы: а Ь а В у 
ЩИ 0, л 0, л Ол Обл 0, п 0, п 
еде бл: 0, л 0, л О И РЕ 
К ь, ‹. ел м, Зы мае №0, 0, л 0, л 
нм 9 | м, Эл | м, п] мл | пот] мэм 
са ЦО эх | м 99] 0л мп мол 
Ри | 
В... 0, л О В о о, Ро ЕС 0, мл 
Г ИИ ое |0, м Ол 'лэл| мол 
+. он се ро, м пе д | 0, ме 0, л 
те) ао 2 был пар | 2 Эро, л т 
ее 1-2, | 0, л К и 2 |0 л 
те оч 0, л эл |0 т л, 2п 0 л И Е 
о: :.. 10% о я | ЕЕ ол |лл Обл 
ПТ, зоо 2 | его |0; 2 Е 
ПР: р 2 ИО м 0, 2% О л 2п 
Го оная 0, л Дл эл, м | п Эм | 0, 
и: о т я 2л |0 л т а т 
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Два характерныхъ свойства треугольника Меб!уса заключаются въ 
слБдующемъ (ср. $5 36, 6): 

а) Стороны и углы треугольника Меб!уса заключаются 

между 0 и 2л. 

Ъ) Три точки на поверхности сферы опредфляютъ 16 тре- 
угольниковъ Меб1уса, если никак!я двЪ изъ этихъ точекъ 
не расположены д1аметрально. 

8. Чтобы и для треугольниковь Меб1уса сохранить соотвЪтстые 
между треугольникомь и проектирующимъ его трехграннымъ. угломъ, 
нужны дальнфйшя соглашеня относительно угловъ между прямыми и 
плоскостями. 

На каждой прямой мы будемъ считать установленнымъ опредЪфленное 
направлеше, которое будемъ принимать за положительное; противоположное 
направлеше считается тогда отрицательнымъ. Если на такого рода прямой 
лажать точки 4, В, С,...,Р, О, то, какъ бы онф ни были расположены, 
всегда имфютъ мфсто соотношенйЯ: 


АВ+ВС+...+РО= АО, 
АВ- ВА = 0. 

Положимъ далфе, что и каждой плоскости присвоены положительная 
и отрицательная стороны. 

Подъ угломъ (2,, 25) между двумя пересЪкающимися пря- 
мыми 21 и 2, мы будемъ разум ть тотъ уголъ, на который нужно, 
стоя съ положительной стороны плоскости ©,0,, повернуть въ 
сторону, обратную часовой стр$лкЪ, положительное направлен1е 
прямой г1 для его совмЪщен{!я съ положительнымъ направлешемъ 
прямой 2%. 

Если нЪсколько прямыхъ 61, 05, ..., &н Проходять черезъ одну и 
ту же точку плоскости, то всегда имБють мЪсто соотношеня: 


(2183) Е (68) +... (рии) 
(218%) (252) 


при этомъ для тригонометрическихъ величинъ сравненйя всегда могуть 


(©. 2») (тоа. 2п), 
О (тоа. 2л); 


быть замбщены равенствами. 

Если прямыя 5; и 2. не расположены въ одной плоскости, то че- 
резъ произвольную точку прямой р, мы проведемъ прямую ©, парал- 
лельную прямой ©, и тогда положимъ (5,5.) = (225). 

Если мы на одной изъ прямыхъ измфнимъ направлене на противо- 
положное, то уголъ (2,2.) переходить въ м - (#155). 

Если мы замфнимь другъ другомъ положительную и отрицательную 
стороны плоскости, опредфляемой прямыми р, и 25 (или соотвфтственно 


21 и 22), то уголъ (8182) переходить въ 2л — (2, 55)- 


# 


доныне. Фомин ццццьшыньь>й 2, 
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Чтобы опредфлить уголь между двумя плоскостями в и &., мы 
прежде всего установимъ положительное направлеше на прямой ихъь пе- 
ресфченя и обозначимъ положительныя нормали ?), возставленныя къ пло- 
скостямъ въ какой-либо точкЪ лиНШи ихъ пересфчешя, черезъ и, и по. 
Подъ угломъ (2, 5.) плоскостей & и & мы будемъ въ такомъ 
случа разумЪть уголъ (й,1.) между ихъ положительными нор- 
малями. При этомъ за положительную сторону плоскости, опре- 
дЪляемой нормалями #1, ил., нужно принимать ту, при которой 
установленное уже выше положительное направлен1е лин!и пе- 
ресъчеш1я становится положительной нормалью. 


9. СоотвЪтств!е между трехграннымъ угломъ и треугольникомъ уста- 
навливается теперь слфдлующимъ образомъ. Обозначимъ 


черезъ 7., гь, 7, ращусы (0.4, ОВ, ОС, 


8а плоскость, опредфляемую прямыми 7ь и +, 


з 
» &ь з „ » Те И Та, 


” » Та И Ть; 


дей са 
тогда мы получаемъ соотношеня: 
ЕЕ (ть), @ =4(85 Е.) 
р = (17), В = (вова), 
= т -=@= 
при слъдующихъ соглашеняхь: 


Если на сферЪ принято лЪвостороннее вращеше, то за положи- 
тельныя направлен!я прямыхъ Га, Гь, Г‹ нужно принять 


= ЕО 
Ол, ОВ, ОС: 


при правостороннемъ вращени должны быть приняты обратныя на- 
правленйя *). 

Если, далфе, мы будемъ называть тЪ стороны плоскостей ва, 85, 8., 
которыя обращены внутрь тетраэдра (ВС, „внутренними“ сторо- 
нами этихъ плоскостей, а друйя „внфшними“, то за положительную 
сторону плоскости &, нужно принять внутреннюю, если Ох а<л, и 


*) Подъ положительными нормалями авторъ разумфетъ перпендикуляры, воз- 
ставленные съ положительной стороны плоскости. 

*) Эти соглашеня не вполнЪ аналогичны тфмъ, которыя приняты въ меха- 
никБ (см. т. Ш); именно, если мы отождествимъ упоминаемую тамъ „положительную 
ось вращеня“ съ нашимъ „положительнымъ направленемъ“ прямой ›„, то въ той 
постановкЪ, которая принята въ механик, за правостороннее вращеше пришлось 
бы считать какъ то, которое мы здфсь принимаемъ за правостороннее, такъ и то, 
которое мы принимаемъ за лЪвостороннее. 
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внфшнюю, если л% ам; соотвфтственныя соглашеня нужно устано- 
вить для плоскостей &,, & въ зависимости отъ сторонъ ри с. 


Въ Эйлеровомъ треугольникЪ во вс5хъ трехъ плоскостяхъ за по- 
ложительныя должны быть приняты внутрення стороны. За положитель- 
ныя направленя 7Р., Гь, 1: нужно принять 


> >> 

Ол, ОВ, ОС, 
если точки ., Ви (С, когва мы смотримь на нихъ изъ точки О, 
расположены въ направлени лвиженя часовой стрЪлки (какъ на нашихъ 
фигурахъ —см., въ частности, ниже фиг. 34); въ противномъ случаЪ нужно 
принять противоположныя стороны за положительныя. Въ первомъ случаЪ 
мы говоримь, что точки О, 4, В, С образують „правую систему“, 
во второмъ — „лфвую“ (ср. 5 84, 3). При нашихъ соглашеняхъ въ Эйле- 
ровомъ треугольникЪ правому направленйю отвфчаетъь на сфер лфвая 
система ().1ВС и обратно. з 


10. Тетраэдрь ОВС мы будемъ называть сопряженнымъ 
съ треугольникомъ /{ВС. Точку О мы будемъ принимать за вершину, 
а 4, Ви С за конечныя точки его реберъ. Объемъ тетраэдра мы 
будемъ считать положительнымъ, если за положительное направлене 
реберъ приняты ЧР? 

Ол, ОВ, ОС, 
и если въ то же время точки (), .4, В, С образуютъь правую систему, или 
же если при противоположныхъ направленяхъ реберъ конечныя точки 
образуютъ лфвую систему. Въ двухъ другихъ случаяхъ мы будемъ счи- 
тать объемъ тетраэдра отрицательнымъ. 


5 39. Полюсъ и поляра. 


1. Окружности большихъ круговъ, пересЪкаюция перпендикулярно 
одну данную окружность большого круга, проходять всЪ черезъ ДВЪ 
дламетральныя точки, которыя называются полюсами данной окруж- 
НОСТИ. 

Если на нашей окружности установлено опредфленное направлен, 
согласно 5 38, то наблюдатель, движупийся по этой окружности въ по- 
ложительномъ направлени, видить одинь полюсъ сь лфвой стороны, а 
другой сь правой. 

Подъ „положительнымъ полюсомъ“ окружности большого 
круга мы будемъ разумфть правый или лфвый полюсъ, смотря 
по тому, установлено ли на сферЪ правое или лЪвое вращент!е. 
Второй полюсъ мы будемъ называть „отрицательнымъ полю- 
сомъ“ или „противоположнымъ полюсомъ“. 
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2. Дуги, соединяюция точку на окружности болышого круга съ ея 
полюсомъ, представляютъ собой квадранты. Сообразно этому полюсъ 
ланной окружности большого круга можио находить, либо проволя н%- 
сколько перпендикулярныхъь кь ней окружностей болышихъ круговъ и 
опредфляя точки ихъ пересЪченя, либо же проволя одну перпендику- 
лярную окружность и откладывая на ней по квадранту по одну и дру- 
гую сторону. Правый и лфвый полюсъ устанавливаются тогда согласно п. 1. 


3. Квадранты, выхоляцние изъ одной точки на сферЪ, всЪ оканчи- 
ваются па той же окружности. Если мы присвоимъ этой окружности 
такое паправлен!е, что данная точка будеть служить для нея 
правымь полюсомъ, то она называется „полярой“ данной точки. 


4. Окружности большихъ круговъ, выхоляция изъ полюса, всф пе- 
ресфкають поляру перненликулярно. Поэтому, чтобы найти поляру данной 
точки, нужно либо провести изъ нея два квадранта и соединить конечныя 
ихь точки окружностью большого круга, либо отложить одинъ ква- 
дрантъ и провести чрезъ конечную его точку окружность болышного круга, 


къ нему перпендикулярную. Направлене на полярф устанавливается 
согласно п. 3. 


5. Пусть а и р будутъ дв окружности большихъ круговъ (фиг. 28) =) 
положительнаго направлешя, образуюция уголъ (16) съ вершиной въ 
точкф (7 ($ 38, 5). Если на дугахь а и Ь мы отложимъ оть точки С 
въ положительномъ направлеши квад- 
ранты СМ и СМ и черезъ точки 
М и Х проведемъ еще одну окруж- 
ность большого круга с’ и посл$лней 
присвоимъ такое направлеше, чтобы 
точка (7 была положительнымъ ея по- 
люсомъ, то 


а = ММ 


о пы 
с) =, (ве) = 


6. ПослЪдьйя равенства можно 
выразить также слфдующимъ обра- 
зомъ: если (Х есть положительный полюсъ окружности с’и а есть окруж- 


ность болыного круга, проходящая черезь любую точку М окруж- 
ности с’, и 


Фиг. 28. 


а) если при этомъ паправлеше на окружности 4 устанавливается 


— 


такъ, что СМ == л/2, то и = (4’) = л/2 (фиг. 99а); 


*) ВсБ фигуры этого параграфа имюотъ только схематическй характеръ. 
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Ь) если направлеше на окружности @ установлено такъ, что 
СМ = 3м 2, то и Х (ас’) = 3п/2 (фиг 29Ъ). 


Фиг. 29а. 7: 


Въ томъ и въ другомъ случаЪ (ас’) = СА. 

Предложен1е. Если (С есть положительный полюсъ окруж- 
ности большого круга с’и А есть произвольная точка на этой 
окружности, то, каково бы ни было направленйе окружности 
большого круга а, проходящей черезъ точки Си М, всегда 
имфетъ мЪсто равенство -< (4с') = СМ. 

1. Если Си М’ суть положительные полюсы двухъ окружностей 
большихъ круговъ с’и а, пересфкающихся подъ прямымъ угломъ въ 
точкБ А], то (фиг. 30) 


(ас) = СМ, е=АМ, 


Фиг. 30. Фог. 31. 


а, слфдовательно, такъ какъ (4с’) - (с’а) =2л, имфеть мЬсто также 
равенство 


СМ АМ 2л; 


такь какъ далфе 


АМ- МА =9л, 


СМ=МА. 
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Предложеше, Если Си 4’ суть положительные полюсы 

двухъ окружностей большихъ круговъ, пересЪкающихся подъ 
прямымъ угломъ, то всегда 


СМ = МА. 


8- Предылущее предложене приводитъ къ важнЪйшей теоремЪ въ 
теори поляръ. Если а, р суть двЪ окружности большихъ круговъ, /1’ и В’ 
ихь положительные полюсы, (7 положительный полюсъ окружности с’ 
(фиг. 31), то 


ее 


см=МЯ, сбм= МВ; 
а такъ какь СМ == ВИ — л.8, то отсюда слфдуетъ, что 


— — 
ВИ." == МВ, 
Или 
Р- = — — 
ММ- МЛ! = МА’ ЛВ’, 
— — 
МЕ = В. 
Въ виду п. 5, отсюда слфдуеть: 
< (@р =»В.. 

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ слфдующей основной тео- 
ремЪ въ теор!и поляръ: 

Если 1 и В’ суть положительные полюсы двухъ окружно- 
стей большихъ круговъ дир, а (С есть одна изъ точекъ ихъ пере- 
сЪчен{я, а потому представляетъ собой также одинъ изъ полю- 
совъ окружности большого круга с’, проходящей черезъ точки 
Ли В’, если, далЪе, мы выберемъ направлен!е послфдней окруж- 
ности такъ, чтобы точка (была ея положительнымъ полюсомъ, 
то всегда 

(а5) = Л’В’. 

9. Изъ предложен п. 8 вытекаетъ слЪдующее двойное предложеше: 

Если окружность большого круга вращается вокругъ н%- 
которой точки на сферЪ въ положительную сторону, то ея поло- 
жительный полюсъ движется по полярф этой точки также въ 
положительномъ направлен]и. 

Если точка движется въ положительномъ направлен!и по 
окружности большого круга, то ея поляра вращается вокругъ 
полюса этой окружности также въ положительную сторону. 

По формулировкЪ своей эти предложеня покрываются предложе- 
ными, выведенными совершенно иначе, относительно полюса и поляры 
коническаго сЪченя. 
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10. Эту аналомю можно провести и дальше. Въ планиметр1и дв 
плоскости | и 7)’, наложенныя одна на другую, считаются взаимно-поляр- 
ными, если каждой точкь Р плоскости 7 отнесена прямая р’ на плоскости 
1)’ такъ, что каждой прямой 2, проходящей на плоскости 1) черезъ 


’. 


точку Р, отвфчаетъ на плоскости 1’ точка (', лежащая на прямой р; 
аналогичио этому мы можемъ представить себЪ и сферу покрывающей 
себя самое въ видЪ двойнаго слоя и установить: 

ДвЪ (совпалающя) сферы К и К” считаются „полярно сопряжен- 
нымн“, если каждой точкЪ Р на сферЪ К отнесена окружность большого 
круга р’ на сферЪ К’, при чемъ каждой окружности большого круга р, 
проходящей черезъ точку Р, всегда отвЪфчаетъ на сфер М” точка И, 


лежащая на окружности |". 


Изъ сказаннаго слфдуетъ, что такого рода зависимость 
будетъ установлена, коль скоро мы каждой точкЪ сферы (считая 
ее принадлежащей сферЪ К) отнесемъ ея поляру (считая ее 
принадлежащей сферЪ К’). 

Этимъ путемъ принципъ двойственности, оказавшийся столь 


плодотворнымъ въ планиметр!и, переносится на сферу. 


Цфлесообразно принимать, что дв точки на сферф опредфляютъ 
двЪф окружности большихъ круговъ, отличаюцяся одна отъ другой сво- 
имъ направлечемъ. Тогда мы имфемъ два взаимно-полярныя прелложенйя: 


ДвЪ точки на сферЪ опрелз- ДвЪ окружности большихъ 
ляють двЪ окружности большихъ круговь опрелфляютъ на сферБ 
круговъ, на которыхъ онф лежатъ. двЪ точки пересЪченя, черезъ ко- 


торыя онф проходятъ. 


Каждой окружности 3), о которой идетъ рЪФчь съ лфвой стороны, 
отвЪчаеть справа въ качествЪ соотвЪтствующей ей точки вполнф опре- 
дфленная точка--именно, ея положительный полюсъ, и обратно. 

Изм-нене направленя на окружности болышого круга и замфщене 
полюса противоположнымъ полюсомъ являются процессами взаимно по- 
лярными. Такъ какъ, съ другой стороны, замфщене полюса противопо- 
ложнымъ полюсомъ, какь мы видфли въ 6 38, 5, оказываеть то же 
дфйстве, что н измфнене стороны вращешя на сферЪ, то мы можемь 
сказать: 


Измфнен!е направлен1я на окружностяхъ большихъ кру- 
говъ и измфнен!е стороны вращен!я являются взанмпио-поляр- 
ными процессами. Это намъ понадобится ниже. 


3) Мы иногда будемъ говорить просто „окружность“ вмфсто окружность 
большого круга тамъ, глЪ это не можеть вызвать недоразумф ня. 
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11. Если Ки А’ суть двЪ совпадающя сферы, полярно отнесенныя 
одна къ лругой, и точка Р описываетъ произвольную кривую $ на сфер® А, 
го окружность р’ описываетъ на сферЪ К’ непрерывный рядъ окружностей, 
которыя „огибаютъ кривую 5, полярную къ кривой 5“. Если О есть н%ко- 
торая опредфленная точка на кривой 5$, а точка Р неограниченно прибли- 
жается къ (), то окружность большого круга РО обращается въ сфери- 
ческую касательную къ кривой у въ точкЪ О. ЕЙ отвЪфчаеть опре- 
дфленная точка 5 (направлен!) — точка касаня окружности 9’ соотвЪт- 
ствующей точкф (). 

Если окружность болыпого круга имфетъ съ кривой 5 п общихь 
точекъ, то послФднимъ отвфчаютъ и касательныхъ кривой 5. При этомъ 
двЪ совпадаюшия окружности противоположнаго направленя нужно всегда 
считать различными (10). 

Этимъ путемъ каждой фигур на сферЪ можетъ быть отне- 
сена полярная ей фигура, каждому предложен1ю на сферЪ отвф- 
чаеть вгорое предложен!е, относящееся къ полярной фигурЪ. 


12. Если /} есть окружность малаго круга на сферЪ, а т_-парал- 
лельная ей окружность большого круга, то тотъ полюсь А{ окружности 
т, который лежитъ на менынемъ сегмент, называется „сферическимъ 
центромъ“ окружности #. Если мы будемъ соединять точки окруж- 
ности Ё дугами большихъ круговъ съ точкой №, то послдны, какъ это 
очень легко обнаружить, равны и потому называются „сферическими 
рад1усами“ окружности (. 

Мы предоставяяемъ читателю доказать слфдуюния предложен: 

Каждой окружности малаго круга на сфер въ полярной 
фигурЪ всегда отв$чаеть другая окружность, плоскость кото- 
рой параллельна первоначальной. 

Сферическ!е рад!усы двухъ взаимно-полярныхъ окружно- 
стей дополняютъ другъ друга до 7/2. 


13. Особеннаго внимайя заслуживаютъ фигуры, которыя ограничены 
дугами большихь круговъ, такъ называемые сферическ!е много- 
угольники. 

Легко видфть, что вершинамь сферическаго многоугольника въ по- 
лярной фигур отвфчають ихъ поляры, сторонамъ же - ихъ полюсы. Въ 
виду этого п. 8 приводить къ слфдующему важному предложенно. 

Стороны сферическаго многоугольника равны угламъ по- 
лярнаго многоугольника, а углы многоугольника равны сторо- 
намъ полярнаго многоугольника. 

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ новаго рода двой- 
ственной зависимости между сторонами и углами многоуголь- 
ника; эта зависимость отличается отъ начала двойственности, 
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съ которымъ мы познакомились въ планиметр!и, своимъ метри- 
ческимъ характеромъ; каждой метрической зависимости между 
сторонами и углами сферическаго многоугольника всегда отв\- 
чаетъ другая, въ которой стороны и углы зам$щаются другъ 
другомь. 

Впредь мы будемъ для краткости говорить о двухъ взаимно-поляр- 
ныхъ фигурахъ или формулахъ, что онф получаются одна изъ другой 
посредствомъ „полярнаго преобразован1я“. 

14. Для насъ важную роль будетъ играть, главнымъ образомъ, по- 
лярное преобразоване треугольника. Изъ двухь взаимно полярныхъ 
треугольниковь каждый называется относительно другого его полярнымь 
треугольникомъ. Стороны и углы двухъ такихъ треугольниковь /4ВС и 
Ч’В’С’ связаны зависимостями: 


Ра бы 


р = В’, В == р, 


Изъ п. 12 легко вывести предложене: 

Окружность, описанная около сферическаго треугольника 
(вписанная въ сферическ!й треугольникъ), переходитъ при по- 
лярномъ преобразован!и въ окружность, вписанную въ поляр- 
ный треугольникъ (описанную около полярнаго треугольника). 
Сферическйе рад{усы обфихъ окружностей дополняютъ другъ 
друга до л/2. 

15. Если мы представимъ себЪ стереографическую проекщю окруж- 
ности большого круга, то, согласно п. 2 и въ виду 5 37, 4 и 5, можно 
найти проекщи его полюсовъ, если построить дв вспомогательныя 
окружности, каждая изъ которыхъ дфлить пополамъ экваторъ и пересЪ- 
каеть данную окружность ортогонально; точки ихъ пересфченя и будутъ 
искомыми проекщями. За одну изъ этихъ вспомогательныхъ окружностей 
лучше всего принять прямую, соединяющую центръ экватора съ центромъ 
данной окружности, а центръ второй вспомогательной окружности удоб- 
не всего взять на этой прямой. 

Такимъ образомъ, по стереографической проекщи сферическаго тре- 
угольника можно найти стереографическую проекцию полярнаго треуголь- 
ника. Такъ какъ, съ другой стороны, углами полярнаго треугольника 
служатъ стороны первоначальнаго треугольника, а стереографическая про- 
екщшя представляетъ собой конформное преобразоване, то отсюда слЪдуетъ: 

Если сферическЁй треугольникъ заданъ въ стереографи- 
ческой проекщи, то указаннымъ геометрическимъ построен1емъ 
мы имфемъ возможность найти дЪйствительную величину его 
сторонъ. 
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В. Формулы перваго порядка. 


5 40. Введене. Теорема о проекщяхъ. 


1. Предыдущя соображенйя, носивийя преимущественно топографи- 
чесый характеръ, принадлежали сферической геометр!и; обращаясь 
теперь къ вычислен!ямъ, мы вступаемъ, такимъ образомъ, въ область 
собственно сферической тригонометрии. 


2. Изъ каждой тригонометрической формулы можно получить даль- 
нйшя формулы циклическимъ перемфщен1емъ и полярнымъ пре- 
образован1емъ. 

Циклическое перемфщен!е заключается въ томъ, что мы зам$- 
щаемъ каждую изъ сторонъ а, в, с слБлующей и въ то же время каждый 
изъ угловъ а, В, 7 слБдующимъ, а посл5днйЙ элементъ первымъ. Изъ каждой 
формулы сферической тригонометрии мы можемъ обыкновенно цикличе- 
скимъ перем6щенемъ получить двф друпйя формулы. Однако, иногда эти 
три формулы сливаются въ одну. 

Путемь полярнаго преобразования (5 39, 14) мы изъ каждой фор- 
мулы сферической тригонометр!и получаемъ новую формулу, вь которой 
стороны замфщены соотвфтствующими углами, и обратно; иногда пре- 
образованная такимъ образомъ формула совпадаеть съ первоначальной. 


3. Основной теоремой сферической тригонометрии является такъ 
называемая теорема косинусовъ на сферЪ и именно потому, что изъ 
нея можно вывести вс формулы сферической тригонометрии (за исклю- 
чешемъ знака при нфкоторыхъ выраженяхъ) безъ геометрическихъ сооб- 
ражешй, т. е. чисто гонюметрически — фактъ, котораго нельзя не под- 
черкнуть. 

Однако, между формулами, которыя могутъ быть такимъ образомъ 
выведены, обнаруживается глубокое различще. Именно, въ то время, какъ 
для одной группы этихь формуль оказывается достаточнымъ то понят!е 
о сферическомъ треугольникБ, которое установлено Меб!усомъ, мы бу- 
демъ вынуждены для другой группы снова еще существенно расширить 
это понят. 

Сообразно этому мы будемъ различать формулы перваго 
порядка, т. е. т, которыя относятся къ треугольникамъ МЕ- 
б1уса, и формулы второго порядка, т. е. тЪ, для которыхъ по- 
нят{е о сферическомъ треугольник, установленное Мёб1усомъ, 
уже недостаточно. 

Первыя выведены въ настоящемъ второмъ отдлЪ, а вторыя въ 
третьемъ отдфлЪ. 


4. Какъ въ плоской тригонометри теорема косинусовъ предста- 
вляетъ рашональную зависимость между тремя сторонами и косинусомъ 
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одного угла, такь и вь сферической тригонометрии теорема косинусовъ 
представляеть собою рашюональную зависимость между тригонометри- 
ческими функщыми трехь сторонъ и косинусомъ одного угла. ДЪло сво- 
дится, такимъ образомъ, къ тому, чтобы выразить, скажемъ, созу рашо- 
нально при помощи тригонометрическихъь функщй сторонъ а, В, с. 

Въ примБненм къ треугольнику Эйлера, на первый взглядъ, пред- 
ставляется наиболфе естественнымъ привести эту задачу къ задач плоской 
тригонометри слфдующимъ образомъ. Въ точкЪ (Г проведемъ касательныя 
къ сторонамъь @ и р, которыя пересфкуть прямыя ОЛ и ОВ, скажемъ, 
въ точкахь 1 н В. Такимъ образомъ мы получимъ тетраэдрь ОСАВ, въ 
которомъ плоскими углами служатъ стороны а, В, с, ЛСВ есть у, ребро 
ОС равно г; отсюда уже легко получить искомую зависимость. 


5. Этимь путемь дфиствительно шель Эйлеръ вь указанномъ 
выше сочинени. Но легко убфдиться, что этотъ выволъ остается въ силЪ 
только для Эйлеровыхъ треугольниковъ. Чтобы показать, что полученныя 
формулы сохраняютъ силу и для треугольниковьъ Мёб!уса, необходимо 
особое и притомь пространное дополнительное доказательство. 

Поэтому мы предпочитаемь такое доказательство, которое непо- 
средственно примФняется во всей своей общности къ треугольшикамь 
М3зб1уса *). 

Трей выводъ, правда, примфнимый опять-такн только къ тре- 
угольникамь Эйлера, мы получимъь ниже попутно, какъ результатъ, 
проистекающ изъ формуль прямоугольнаго треугольника ($ 54, 2). 


6. Прежде всего мы приведемь здесь нфсколько вспомогательныхь 
предложенй, при чемь мы будемь придерживаться соглашенй, устано- 
вленныхъ въ 8 38, 8. 

а) Пусть [и ©, будуть дв прямыя, которымъ присвоены положи- 
тельныя направлен; если .1./, =, есть отр6зокь на прямой х,, то 
подь проекшей отрЪзка $, на прямую [ мы будемь разумфть по ве- 
личин$ и знаку произвелене ($ 34, 3) 


Рыб со5 (о), 

Ь) Если мы опустимъь изь точекь „{ и 1, перпендикуляры на 
прямую [, которые встрфтять послднюю въ точкахь .{’и „1,', то простыя 
геометрическя соображеня обнаруживаютъ: 

Проекщшя отрЬзка //{, на прямую [ по величин и знаку 
равна отрфзку .1,'.[ *): 

р = = РА. 


*) МоеБ!из, ОБег ете пеце Венап@шарз\уеюе аег апайуйзсНеп Зрнанк. Чез. 
МТегКе, ИП, р. 22 Н. 

*) Опредбляя знакъ отрфзка .’.4.”, нужно сообразоваться съ положитель- 
нымь направяенемъ оси (. 


. 
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с) Если /4.1,.1,... Ч» есть ломанная, состоящая изъ отрфзковъ 
51? 522...) $, ТО ея проекщя р равна проекши у’ отрфзка у = И/,. 
Въ самомъ дфлЪ, по 5 38, 8, 
р = 51 505 (44) | 6, оз (0) +... с0$ ([27,) 
= ат Е ь = 9 + рана = ГА, б- 


9) Если Л совпадаетъ съ /[,„, то отсюла вытекаеть (фиг. 32): 


Фиг. 32. фиг. 33. 


Теорема о проекщяхь. Проекщя каждой замкнутой ломан- 
ной лин!и равна нулю: 5, с0$ ([2,) — 0. 


е) Въ частности, для плоскаго треугольника Зак (фиг. Э8 а 
$1 60$ (61)  $,с0$ (15) - 53 со$([.) = 0. 
Но по теорем синусовъ плоской геометрии 
$1: 52:53 = 81 (5253) : 511 (5351): 51 (515). 
Поэтому послфдняя формула принимаетъ для плоскаго треугольника видъ: 


$1 (5253) с0$ ([5,) - эй (5351) 0$ ([55) Е зип (5, 5) соз (153) = 0. 


$ 41. Теорема косинусовъ на сфер%. 


1. Положимь, что треугольнику МЕб!уса общаго вида АВС отне- 
сенъ, въ смыслф соглашенй и обозначенй $ 38, 8, трехгранный уголъ. 
Оть точки (“*) на сторонахъ а и $ мы отложимъ въ ноложительномъ 
направлен квадранты САГ и СМ и черезь точки А{ и № проведемъ 
новую окружность ‘большого круга, направленше которой выберемъ 


=) Ср. фиг. 28. 


= 


Веберъ, Энциклоп. элемент. геометрии. 
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такимъ образомъ, чтобы точка С была ея положительнымь полюсомъ. 
Тогда, согласно & 39, 5: 


ММ =у 
СмМЕаОМ 


Е 


Положимъ, далБе, ОМ = т» и ОМ =т» и установимъ на этихь 
лучахъ положительное направлеше, какъ на лучахъ Та, Ть» Те. 

Теперь, во-первыхъ, въ нфкоторой плоскости, параллельной пло- 
скости большого круга ВСМ, мы проведемъ прямыя, параллельныя пря- 
мымъ ть, Г,, Г» Такъ, чтобы онф составили треугольникъ. Если мы 
отождествимъ этотъ треугольникъ съ треугольникомъ 5,5.5. предыду- 
щаго параграфа, а прямую [ СЪ 7, 10: 


Бы) = блю = СМ = 5, (151) = (тать) = АВ =, 

(5351) = (715) = МВ = МС+СВ (15) = (ато) = АС=-Ь, 
_ п (0 
=— — т — а, 

(5152) = (тьт.) = ВС =а, (155) = бога) ый 


Во-вторыхъ, въ н6которой плоскости, параллельной плоскости 
большого круга САМ, мы проведемъ три прямыя, параллельныя пря- 
МЫМЪ Ре, ТГ ‚Ти, ОПЯТЬ Такимъ образомъ, чтобы онф образовали тре- 
угольникъ; если мы отождествимъ его съ треугольникомъ 519.93» а пря- 
мую [съ Г», ТО: 


(55253) —ы (РаТи) к - Ам "> ИС НЕ СМ ([<,) и (7жт.) = МС = й 


== Ь - У › 
. (2) 
(аз) = (г) =МС=-5, = 5) = (0) = МА, 
(5152) = (7.1) = СА =Ь, (15) = (бы) = ММ =7. | 


Вставляя теперь выраженйя (1) и (2) въ послфднее равенство $ 40-го, 
мы получимъ уравнены: 


с0$6 — с0за созр -- эта соз 44 = 0, 
— соз {4 - зар созу = 0; 


принимая же во внимаше, что с0$ /4М = соз М.4, мы получимъ соотно- 
шене, справедливое для всякаго треугольника Меб1уса: 


с0$с = с0за созЬ — эта зтф созу. 
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При помощи циклическихь перемфщенй, мы получаемъ отсюда еше два 
соотношеня, которыя совмфстно съ первымъ образуютъ 


первую теорему косинусовъ на сферф: 
со5а = созрсозс — зтр зи с соза, 
сор = с03с с0за — зшс эта созр, (Г 
с0$с = с0засозр — зша эть созу. 
2. Полярнымъ преобразовамемь мы отсюда получаемъ 
вторую теорему косинусовъ на сферЪ: 
соза = созВсозу — заВзшу соза, 
созВ = созу соза — эту эта созв, (Г) 


с057 = с05@ с05В — зтазшйсозс. 


Но принцишальное значен{е имфетъ тотъ фактъ, что (см. $ 40, 3) 
формулы (Г) могутъ быть выведены изъ формуль (Г]} чисто гонюметри- 
чески, какъ это и булеть сдфлано въ $ 42. Это даеть, такимъ обра- 
зомъ, чисто аналитическое доказательство существованя „полярнаго тре- 
угольника“ для каждаго даннаго треугольника, т. е. такого треугольника, 
въ которомь сторонами служать углы даннаго треугольника, а углами 
его стороны 5). 


$ 42. Теорема синусовъ на сфер и синусъ Штаудта. 
1. Первое изъ соотношенй (Г) можно представить въ вид: 


с05р с03с — с0за 


05а = - - 
этр эштс 


Возвышая обЪф части этого равенства въ квадратъ, замфняя въ чи- 
слителБ квадраты синусовъ квадратами косинусовъ посредствомь соотно- 
шеня эт? х = 1 - с05?х и полагая? 

[2 =1— с03?4 — соз?р — соз?с + 2соза созр созс, (1) 


мы получимъ непосредственно и при помощи циклическихъь перемфшен!й 
соотношеня : 
Па 1% 1? 
в. Е в 
ЗО Е, ВВ, о. 
эт? зш?с Е и? с эш2 а’ 7 эт?а энер 


5) Замбтимь, что этоть выводъ можно было бы считать безупречнымъ лишь 
въ томъ случаЪ, если было бы доказано, что вся разъ, какъ даны шесть элемен- 
товъ а, В, с, а, В,7, связанные соотношещемь (1, можно построить сферический тре- 
угольникъ со сторонами а, В, с и углами а, В, 7, —т. е. если бы была доказана 
теорема, обратная первой теорем$ косинусовъ. 

5% 
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Отсюда мы получаемъ соотношене: 
си? р $? с зна — эс за зи? В = за зи? р зш?у = [. (2) 


При помощи полярнаго преобразованя мы получаемъ изъ соотно- 
шенй (ТГ) и (2) два другихъ: 


Д2 — | — соз?а — с052 В — соз?у | 2с0за с0$В с0$7; (1°) 
зп? В зи? у зна = эту зи? а зиер = за эт? В $12 с = 4. (2’) 


По таблицЪ, приведенной на стр. 53, три произвелешя зтр тс эта 
зтезта тв, эта зб эту, съ одной стороны, и элозшузша, эту этазш р, 
эта эшВ эшс, съ другой стороны, имЫотъь одинаковые знаки. Въ виду 
соотношенй (2) и (2’) мы можемъ поэтому польжить: 


[) = эп пс эта = зшсзта этй = эта зтр зу, 
Д — зибзшузша — зтузша этр = эта эВ эшс, 


чфмъ опредфляются также знаки выраженй Пи А. 
Отсюда мы получаемъ: 
[)}? = эп? а зтр эс зшт В зу, 
РА = зша зть эшс эта тр эшу, 
и далфе: 
эшр эс 


а также = = 


р эта 
зп  зшу 


д эта 


, 


Такимъ образомь, мы прихолимъ ко второму основцому прел- 
ложению сферической тригонометрии, къ теоремф синусовъ на 
сферЪф: 

эта зшр зшс ЮО. 


эта зи эту Д’ 
1 


Д) = зшр тс зша = зтс эта зшв = эта эр ит, 


Д = этВ эту зта = зу зто зтр = зна эй эс. 


2. Аналомя между этимъ предложешемъ и теоремой синусовъ въ 
плоской геометри совершенно ясна; вмфсто фигурирующаго тамъ д1аметра 
описанной окружности ($ 28, 3) здфсь появляется отношене [/Д. 

Здфсь естественно также возникаетъ вопросъ 0 геометрической 
интерпрегац!и этой дроби; такую интерпретацио дЪйствительно далъ 
Штаудтъ (у. Заца), который назваль выраженя Ди ЛД „синусами 
вершинъ“. 

Въ самомъ дфлЪ, положимъ сначала, что мы имфемь Эйлеровъ 
треугольникъ. Вычислимь объемъ тетраэдра ОАВС, соотвфтствующаго 
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этому треугольнику ($ 38, 10); площадь треугольника О.В по вели- 
чин и по знаку равна 


ОЛВ = ЗОАЛ - ОВ - эше = т? эс. 


Высота опредфляется при помоши фигуры 34: 


СЁ эзш (я а) = гэть эта. 
Поэтому объемь равень 


> 
Г = 12 зи зшс зша, 
или 


бреУр: ^ (3) 


Для треугольника Меб!уса 
общаго вида остается еще невы- 
яспепнымъ, даетъ ли формула (3) 
правильно знакъ объема. Но, если 
мы сопоставимь знакь выражен я 
р) вь формулахъь (П) въ различ- 
ныхъ случаяхъ, сведенныхъ въ 
таблиц на стр. 53, со зпакомъ, 
принадлежащимъ вь соогвфтствующемъ случаф объему тетраэдра, какъ 
это слфдуеть изу соглашеня 5 38, 9 и 10, то мы найдемъ: 


Формула (3) всегда правильно выражаетъ объемъ тетра- 
эдра, сопряженнаго съ треугольникомъ Мёб!уса, по величинЪ 
и по знаку. 


Для объема сопряженнаго полярнаго тетраэдра мы получаемъ: 
Е РА. (3’) 


ВмфстБ съ тфмъ мы приходимъ къ слфдующему предложеню: 


Фигурирующее въ теоремЪф синусовъ отношен!е ДД: А по 
величин и по знаку равно отношен!ю объемовъ сопряженнаго съ 
треугольникомъ тетраэдра и сопряженнаго полярнаго тетраэдра. 


3. Мы удфлимъ мЪфсто еще одному замфчательному преобразованию 
выраженй Г) и 4, принадлежащему Стюди *). 


=) З(иау, „ЭрвАизсне Тиропотеше, о{поропа!е ЗибзНшвопеп ипа еШризсне 
ГипК@опел“. Г.еряю, 1898. Это сочннене должно быть признано основнымъ по 
ссвременной тригономстр!и. Въ настоящемъ изложен введенйю въ систему Стюди 
посвящень отдфль С. 
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Мы положимъ, какъ это дфлаеть Стюди: 


дот В р, 
2$; = ПРИЕРАЫ а Ву, 
2,= фас 20= Ч а-В{+ь 
РА ат -с, Ро = + ав -— у. 


Тогда уравнене (1) даетъ: 


(4) 


1? = 1_ соз?4 — соз?Ь — соз?с + 2с0за с03ф с0$С 
= (1 -- с0524) (1 — соз?Ь) — с0з?4 с05*р — со5*с -- 2054 с03ь ©05С 
— эп? а $1? — со3? 4 с0$?р — с05?с | созс . 2соза созр 
—= — соз(а - 6) соз(а - В) — соз?с | созс [соз(а — 6) + соз(а + 6)] 
= [— соз(а Е В) - соз4] - [соз(а — 6) — созс] 


а к р с Ш а ль Й 6 И а Ес Е Ь ЗП Ева о 
2 2 2 2 


— 4 т 


Пользуясь же обозначенемь (4), мы найдемъ: 


Г? = 451150 915, 3155 5153, 
(5) 


и Е 
4? = 4311 0% $10, 511 0, 5 03. 


4. Намь остается еще привести доказательство, о которомъ была 
рфчь вь $ 41,2, что вторая теорема косинусовъ (Г) можетъ быть выве- 
дена изъ первой (1) безъь помощи полярныхъ треугольниковъ. Съ этою 
цфлью замфтимъ прежде всего, что и теорема синусовъ получается непо- 
средственно изъ формулъ (2), которыя получены безъ помоши соотно- 
шенйй (1’). Изъ соотношенй же (2) и (1) мы получаемъ: 


$112 р $1? с эт? а = (с0зф с0$с — с0$4) с0$4 
1 — соз?р - с052с -- созда с036 с0$с- 
Умножая же это на с0$@, мы получаемъ: 
со5а зи? р эш? с зи? а =  (созрсозс — соза) зи? а 
- (соза с0$с — с0зЁ) (соза созЬ — с0$с). 


Примняя, наконецъ, соотношенйя (1), мы находимъ: 


ь „  зШ2а 
со5а зшб зшс вс = соза - созр со$у, 
Эш 


откуда при помощи теоремы синусовъ уже непосредственно получается фор- 
мула (Г), а остальныя выводятся изъ нея путемъ циклическихь перемфщенйй. 


% 
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5 43. ДальнЪйшя формулы перваго порядка. — Прим нене 


ихъ къ прямоугольному треугольнику. 


1. Выведемь теперь рядъ формулъ, которыя отчасти интересны 


сами по себЪ, частью же найдутъ примБнене въ отдфлЪ О. 
Согласно теоремЪф косинусовъ: 


сор — со$с соза + зшсзта созВ = 0 


соза = созв со$с - зшрэшс соза. 


Подставляя въ первое уравнене вмЪфсто соз@ послфднее выражеше, мы 


получимъ: 


со5В (1 — с0з?с) + зтрэшс созс соза -- засзта созВ = 0, 


или 
созбзшс -- эт созс соза -- зтасозВ = 0. 


Мы получаемъ, такимъ образомъ, первую систему формулъ: 


зта созВ -- созрэтс -- этр созс соза = 0, ] 
эта созу -- созсзшь -- зшс созф соза = 0; | 
пр созу -- созс зша -- зшс соза созВ = 0, | 
эзтр соза -Е созазшс -- эта созс созВ = 0; | 
тс с0за -- созазть - чпа созр созу = 0, 

зшс созВ -- созрэша + эр соза созу = 0. ) 


@) 


Отсюда полярнымъ преобразованемъ получаемъ непосредственно 


вторую систему: 
эта со$ В -- созВ эту -- зтр созу соза = 0, 
за с0$с -- созузшВ -- зту созВ соза == 0; 
шв со$с -- созу зта -- зтусозасозь = 0, 
зп Всоза - созазшу -- эта созу созф = 0; 


риииииньааа ть, лай пили ивы 


эту с05а | созазтВ -- эта соз В со$с = 0, 
эту со$р +- созВ эта -- зтВ соза созс = 0. | 


(5 


Если подставимъ въ первое изъ уравнений (1), согласно теоремЪ сину- 
совъ, эта = зтр.зта зтВ и раздфлимъ полученный результатъ на тр, 
зат6мъ произведемъ такое же преобразоване надъ остальными уравненями 


(1), то мы получимъ: 
зта сою В Е союр тс -- созс соза = 0, 
эт а соку -- сос этр -- созрсоза = 0; 
зш В сосу + союсзша -+- созасозВ = 0, 
эл В со а -- совазшс - со$ссозВ = 0; 
эту сое а -- сова зтр -- созр созу = 0, 
зту сою В -- соерзта -Ё соза созу = 0. 


ПС, 
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Къ этому полярныя формулы: 
эта сор -- сое Е зту Е созу сова = 


0 
зша сос -- соку зшр -- созВсоза = 0; 
0 


зтр соеа -- сое азту | созу созф = 0; 


? 


эт сос | сокузша - соза созр = 0, | (2) 
( 


тс со а -- соб азш В Е созр с0$с = 0, . 
тс сов В - сою 3 эта - соза со$с = 0. 
2. Если третьи уравненя системъ (Г) и (Г) умножимъ соотвЪт- 
ственно на со0$у и с0$с, полученныя два выраженя для произведеня 
с057усозс приравняемъ другъ другу и воспользуемся соотношешемъ 
с052х = 1 — 912^, то мы получимъ: 
соза созр созу — эта зтр -- эта тр эт? у 
= с0$9с0$Вс0зс — зтазшр -- зпазт р э?с. 
Но сь обЪихь сторонъ этого равенства нослЬдне члены равны, 
ибо въ силу соотношенй (И) 
а мт и * 
зтазтр. зи  [ А КЕ | 
эта эти - зе 2 [1% 
такимъ образомъ, мы получаемь систему формулъ: 
с0$4с0$6 с0$у — зтазтфь = соза созВ с0зс — эта зв, 
с0${ с0$с соза — зшбштс == созВ созусоза — эт зу, (3) 
с03с созасозВ — зшсэта = созусоза созр — зту эта. 
Эти формулы замфчательны т6мъ, что он полярны самимъ себЪ; 
если обозначимъ поэтому черезъь а’, В’, с’, а’, В’, у’ стороны и углы по- 
лярнаго треугольника, то мы будемъ имЗть: 
со$а' созв' с05у’ эта’ зтр’ = соза созрсозу — зтазшь, (4) 
соза' созр’созс' — зта’ т” = с0о$4с0$8 с0$с — зтазтВ. (5) | 
Это обыкновенно выражають такъ: правыя и лфвыя части уравне- . 


ний (3), взятыя сами по себЪ, представляютъ собой инвар!анты 
при переходЪ отъ треугольника къ его полярному треугольнику. 


3. Неперовы аналог!и. Для вывода слЪлующей системы формулъ 
мы воспользуемся формулами Деламбра, которыя, въ свою очередь, 
будутъ выведены голько вь слфлующемь отдфлЪ (5 45, Ш); но въ то 
время, какъ послфдня, какъ мы увидимь, иредставляютъ собой формулы 
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второго порядка, изъ нихъ путемь дфленя могутъ быть выведены фор- 
мулы перваго порядка. Это такъ называемыя Неперовы *) аналог!и 


(ср. $ 45, 5): 


в: ны я 
+ 2 Е Е УИ => ею о м а р г 
в> эт 4 5 > эт - 
Вс Ву Ву ие >. 
= ее 5 2 к м@ с0$ 5 
ии В-у? а р-С 
© о с05 о = 5 с05 5) 


Осгтальныя восемь Неперовыхъ аналог!й получаются изъ этихъ путемъ 
циклическихь перемфщенй. 

ДвЪ рядомъ стоящя формулы переходятъ одна въ другую полярнымъ 
преобразованемъ. 

ДвЪ формулы, стоящя одна подъ другой, получаются также одна 
изь другой при помощи подстановки Ё., о которой будетъ рфчь ниже — 
въ 5 48. 

Изъ одной Неперевой формулы могутъ быть получены всЪ 
остальныя путемъ полярнаго преобразован!я, подстановки Б. и 
циклическаго перем щен]я. 

4. Теорема тангенсовъ получается изъ двухъ стоящихъ одна подъ 
другой Неперовыхъ аналог1й путемъ дЪленя: 


(7) 


5. Стюди **) даль Неперовымъ аналонямъ замфчательную форму, 
которую мы и выведемъ здфсь нфсколько инымъ путемъ. Если мы при- 
мЪнимЪ къ третьей изъ формулъ (6) теорему сложеня тангенсовъ и ко- 
синусовъ и вмЪсто тангенсовъ введемъ котангенсы, то мы получимъ: 


Ь В. ее 
сор р) Ч сою р) = с0$ 5 + о: пре 
вы 2-4 пы ————. СО о == — ыы г В - . 
1 — сою о со -о с0$ 7 с0$ -5г- т ее $1 г. 


*) юрп Мерег или Марг, Вагоп уоп Мес юп, шотландецъ, жилъ 1550 — 
1617 г. г. 

#=) |. с., р. 136. Обыкновенный непосредственный выводу Неперовыхъ 
аналог! й Ее напримфръ, у Эйлера) оставляеть невыясненнымъ вопросъ о 
знак. 
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Замфщая правую сторону лЬвой, мы отсюда легко выведемъ: 


В 7 а Ь С а 
со -5 со --1 р со о со -о р. о со о | 
В у р 6 
оо со те 1 1 — сор ых со о 


Почленнымъ сложенемъ и вычитанемъ мы получимъ: 


Ь Ь 
им В ь у 2 — сое -о со — 2 та в о оо р. Е м м о 
2 а — 1-Е со р соф с04 [5 сов би со — Я сою р 


Если положимъ, какъ это дЪлаеть Стюди: 


со 5 и > и 5 4 


со г ЕЛ (80 р Е, сов ЕН 


то мы отсюда получимъ, пользуясь также циклическимъ перемфшешемъ 

и полярнымъ преобразовашемъ, систему уравнешй: 

т А+ 115 

ти, 5 Е, + 1,4, 

р 1 ЖЖ 444 - 25№ (8) 
Н Е Е 
Ем, 


ыь=. 


Е 
ИЖ -- ВВ ВВ Е АЬ 
О т 
о, й 
ВНЕ НЕ РиЩЕНЫИ () 
4, АЕ ВЫ + БЬ 


ТАБ -НЬЬ-ЬЬ. 


6. Изъ соотношенй (8) и (8'’) Стюди выводить интересное пред- 
ложене: 


„Четыре дроби 


1+ ЬЬ 1— БЫ 
Е. * 1— 4,4,’ 
ВЕ Е ЬЬ В = 


ТЕ. = А, 
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равно какъ и восемь другихъ, которыя могутъ быть изъ нихъ 
получены путемъ циклическихъ перемфщен!Й индексовъ 1, 2, 3, 
имфютъ вс одно и то же значен]е. 


7. Случай прямоугольнаго треугольника. Мы примЪнимъ теперь 
теоремы синусовъ и косинусовъ на сферф къ прямоугольному тре- 
угольнику. 

Если мы положимъ у = 7/2 (фиг. 35), то соотношеня (1, (Г) и (Ш) 


непосредственно даютъ формулы: 


с0$с = с0$а со$ р, (9) 
с0$с = сова сою В, (10) 
О ыы созВ = А (11) 
Р- зшй” — эша’ 
н зта х зтр 
эта = ——, зшВ = ——: (12) 
тс тс 


Изъ соотношений (11) и (12) при помощи формулы (9) получаемъ: 


созазть созсэтр 
05а = : — а, 
тс созр зтс 
а потому 
=Ь + 
с0$и = 182 Е созВ = 58, (13) 
12С >С 


Наконець, дЪля почленно уравне- 
ня (12) на уравненя (13) и пользуясь 
соотношенемъ (9), получаемъ: 


а = р 

2 Е 14 
5В зта ( 
Формулы (12) (14) по строенйо( 

своему аналогичны соотвЪтствующимъ 

формуламъ плоскойтригонометр!и; только 

вмЪсто самыхъ сторонъ а, 6, с мы здЪсь ЕЕ 


имфемъ ихъ тригонометрическя функши. 
Разлище въ знакахъ обусловливается нашимъ обозначешемъ. 


Формулы (9) (11) не имБютъ аналогичныхь въ плоской триго- 


нометр/н. 


8. Формулы прямоугольнаго треугольника въ Эйлеровомъ 
обозначен!и получаются изъ тфхъ, которыя приведены здЪсь, путемъ 
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замфщеня угловъ ихъ дополненями до 180°; такимъ образомъ, мы полу- 
чаемъ употребительныя *) въ практикф формулы для обыкновеннаго 
прямоугольнаго треугольника (фиг. 36): 


с03с = с03за созр, (9=) 
С 

со5с = сора со В, (10=) 

В 
сова — 5059, соб — 508, (11 

р эт В зла 

&Е, 

м эта т этр 12) 

пс пс 

26 =а 
. 605 = ==, 088 ==, 13* 
Л [^\ @)]. 45 Ё чес ( ) 

с 

а ч=р 
г. > + 5 9. д = + 
то - тр В та и) 


9. ВсЬ эти формулы объединяются въ такъ называемомъ „правилЪ. 
Непера“, болЪе глубоюя основаНя котораго будутъ выяснены ниже. 
Опуская прямые углы, напишемъ осгаль- 
ные пять элемеинтовь треугольника, за- 
мЪняя катеты ихъ дополченями до 7/2, 
вдоль окружности въ томъ норядкБ, въ 
какомъ они слБлуютъ другъ за другомъ 
въ треугольникЪ (фиг. 37). Въ такомь 
случаь правило Непера гласитъ: 


1. Косинусъ каждаго элемен- 
та равенъ произведен!ю котанген- 
совъ двухъ смежныхъ элементовъ. 


2. Косинусъ каждаго элемен- 
та равенъ произведено синусовъ 
двухъ несмежныхъ съ нимъ элементовъ. 


Фиг. 37. 


Примнене этихъ формулъ кь практическому ршенйю прямо- 
угольнаго сферическаго треугольника см. въ $ 52. 


С. Основныя формулы второго порядка. 
$ 44. Введен. 


1. Мы переходимъ теперь кь группамъ формулъ, которыя по самой 
внутренней природЪ своей существенно отличаются отъ тЬхъ, 
которыя мы разсматривали до сихъ поръ. Въ то время, какъ формулы 


7) © 516 
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предыдущаго параграфа были въ одинаковой мЪрЪ справедливы для всфхъ 
16 типовъ треугольниковъ, мы должны теперь произвести раздБлен!е 
этихъь типовъ. Именно, новыя формулы содержать квадратный корень, 
всльдстве чего приходится дфлать выборъ между двумя знаками этихъ 
формулъ. Оказывается, что опредфленный выборъ этого знака ха- 
рактеризуетъ 8 типовъ изъ числа 16, тогда какъ другой знакъ 
соотв тствуетъ остальнымъ 8 типамъ. Наши треугольники те- 
перь распадаются, такимъ образомъ, на два класса, каждому изъ 
которыхъ соотвфтствуетъ опредЪфленный знакъ радикала. 

Болфе того, если будемъ искать совокупность всфхъ треуголь- 
никовъ, соотв5тствующихъ опредЪфленному знаку, то поняме о треуголь- 
никЪ, установленное М&6б1усомъ, оказывается уже недостаточнымъ. Мы 
приходимъ къ новому расширен!ю понятйя о треугольникЪ, 
именно, мы вынуждены разсматривать таюе треугольники, въ которыхъ 
стороны и углы, отличающиеся другъ оть друга на кратное 2л, должны 
считаться различными. 

Въ такомъ случаЪ три точки опредфляють уже не 16 треугольни- 
ковъ, какь у Мёб1уса, но безчисленное множество ихъ, которые можно, 
однако, наглядно представить при помощи 32 „представителей“; изь 
этихъ представителей 16 относятся къ одному классу, а остальные 16 къ 
другому. Это раздЪлеше треугольниковъ на два класса и связанное съ 
этимъь обобщене понятя о треугольник было ясно уже Гауссу, въ 
сочиненНи котораго „ТВеойа то“ въ № 54 имЪется такое мЪсто: 
„Оцо@$ ашЧет 14еа ТпцаихиЙ зрбаепс! шт тахипа сепегаШае сопорйиг, 
И пес 1аега пес априН шШШз$ ИтИЪи$ гезбипеатиг, сазиз ехеге роззипь, 
и Ш сипсН$ аедцаНотЬи$ ргаеседепйБи$ $1епит пишфаге ороЦе{“ 6). 

Однако, все значене этого обобщеня было впервые усмотр$но и 
разработано Стюди *). Относительно наиболЪфе глубокихъ корней этихъ 
явленй у Гаусса, повидимому, нфть никакихъ указашй. Они имЪють 
геометричесК й характеръ и находять себф выражене въ „теоремЪ 
Стюди“ ($ 47). 


$ 45. Формулы Деламбра. 


1. Для дальнфйшаго изложеня основное значене имЪфють такъ назы- 
ваемыя „формулы Деламбра“ **). ОнЪ образуютъ систему, состоящую 


®) „Если же взять наиболфе общее поняйе о сферическомъ треуголь- 
никЪ, т. е. не ограничивать ни сторонъ его ни угловъ никакими предфлами, то 
могутъ быть случаи, когда во всБхъ предыдущихь формулахъ слфлуетъ перем$- 
нить знакъ“. 

*) См. выноску на стр. 69. 

+=) Эти формулы были впервые найдены Деламбромъ (Ре!атБге) въ 1807 г.; 
но послЪ того онБ были открыты независимо Гауссомъ и Мольвейде, почему 
ихъ часто и называютъ именами этихь математиковъ. Ср. также $ 31, 6. 
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изъ 3.4 = 12 формулъ, изъ которыхъ, однако, мы выведемъ только 
первыя четыре, остальныя же получимъ циклическими перемфщенЯми. 

Съ этой цфлью мы будемъ слфдовать совершенно тому же пути, 
что и въ плоской тригонометри ($ 31, 2); именно въ гонюметрическихъь 
формулахъ 

Зе м СОЗ ее ВИ 
2 2 ; 2 Я 

мы подставимъ вмфсто с0$ а его значеше, указанное въ 5 42.1. ПослЪ 
простыхъ преобразованйй мы тогда получимъ: 


О $11 50 $1 $ а $155 $115 
ВВ, 605 = а“ | 
о этфэтс 2 забзшс | 
ы $15 $$ $11 $4 $1 $ 
$112 В Еж о 28 Е ‚ 05? В =. хе ж: ! г (1) 
2 эпос зша 7 пс зша 
: $11 50 515. 3115; 515 | 
В, о Я 
2 эта зть Я) зтазшр ° 


гдЪ $; иметь то же значее, что и въ формулЪ (4) на стр. 70. 


Мы приведемъ здЪсь также формулы, полярныя этимъ, такъ какъ здЪсь 
ихъ естественнфе всего указать, хотя сейчасъ онф намъ не нужны, а по- 


надобятся только въ отд6лЪ ГД): 


а $1 00 5Т О а —эшо. зто 
ВЯ = А, 6098 в, ] 
2 зтВзшу 2 зтрВзшу ” | 
ов эта зб р  эшо, это 
ЗН = В, 605 = ЩИ, 
2 эту зта 2 зшу зта 
с  Зтбозто с 910, 510, 
э12 -^— = вы 16052 = ". 
2 зтазшр 2 ИР 


Изъ соотношенй (1) и (1’) почленнымъ дЪленемъ получаемъ: 


[92 и 50 п 51 


51 бу 50, 


2? а Л {22 >= би т. д. (2) 


511 52 51 53 510% ЭП 03 


Полутно замфтимъ, что изъ формулъ (1) и (1’) легко также полу- 
чить теорему синусовъ. ДЪйствительно, перемножая попарно рядомъ 
стоящя формулы, мы получимъ: 

45155 51151 $1 5) туз = Зт?Р 5? с Ш? а 
= 51? с $112 а зш? В 

$1? д эт? р эту, 

4 1т6у это, зто, зто, = эт? В ту эт? а 
= ЗНВу зш? а $ш2В 


= 5129 зп? В 5т2с. 
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Лфвыя части этихъ уравненй представляютъ собой не что иное, 
какь полученныя выше — стр. 70 — выражены (5) для О? и 42; въ даль- 
нЙшемъ выводъ производится такъ же, какь и выше. 


2. Мы возвращаемся теперь къ выводу формулъ Деламбра. Изъ 
соотношенйй (1) слфдуеть: 


к А 
т — с0$ Е с05 "эт = 
2 2 31125). 2 2 $112 $3 (3) 
не > ша’ С — т? а 


эт эт 
2 2 


Покажемъ теперь, что радикалы имфютъ здЪсь одновременно оба 
положительное или оба отрицательное значене. Именно, если положимъ: 


о $$, 32$. $153 = 
ы == с Е 0) а гдЪ ’ — 1 
И" е па’ за © па’ 


то булемъ имБть: 


зтВ ту ‚ 11 52 511 55 
—_—_ < = - 

аа $12 0 
45" 


Примфняя сюда формулы (1), а также соотношеня (5) и (П) $ 42, мы 
получаемъ: 


00’ 150 5115, 515, $1153 = За эт эту зтф зтс 

или 
Е 2 
- этрэтс оби р 
0 = о. чи? В ту зш? а = [-— |. 2 — р? 
в зтВзту Оль А } 

! 

такъ что 00’ = -- 1, что и требовалось доказать. 


Соотношеня (3) принимають теперь видъ: 


т В соз -® : с05 т 51 к. : 
2 я $15, 2 2 5153 
=© —, — =, (За) 
а эта в зша 
зш —- эт — 
и 2 
при чемъ 0 имфетъ въ обоихъ случаяхъ либо значеше + 1, либо — 1. 


То же относится и къ слфдующимъ двумъ формуламь Деламбра, 
которыя получаются изъ предыдущихъ путемъ сложеня и вычитаня: 


эт ВУ с0$ р ЕС УП В 2) Эй Ь 2:6 
ты - = ——. 8 
та ь м. } я ь ст“ 
1 о $ ет $ р) 5 5 
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Чтобы получить остальныя двЪ формулы, мы напишемъ теорему синусовъ 
въ форм$: 


эта эта 
при верхнихъ знакахъ мы тогда, въ виду соотношенй (5) и (8) на стр. 18 
и 19, получимъ: 


Ей Е С Ре 

5 о 05 3 ". п Е” 0$ — р 

Ш > со С Ч Ш < ы | 
2 5 р; р р] с05 о 


а при нижнихъ знакахъ будемъ имФть: 


Ш? В==у о 


с0$ — = с05 = $ 


2 2 Я 
==> а Зиг Би 
5 о 605 о 60 9 о 
Сравнивая эти результаты съ соотношенями (4), мы получимъ: 
с0$ ге с05 ве с05 В > 2? $1 р т Е м 
с05 е. ; с05 а | с05 - , эт о 
2 2 2 2 


Сводя теперь вмфстф формулы (4), (4а), а также т, которыя изь 
нихь получаются путемъ циклическихъь перестановокъ, мы получаемъ 
слЪдующя три 

системы формулъ Деламбра: 


т яя а - т Божей В р =’ 
а ВИ - 2 Ь) —— ЩЕ сы о - 
1 _ . с05 & зе к = $1 — 
го 2 2 р О 
ей 1 
2 2 2 
= 0 ‚ = 
с0$ Е с0$ к. с0$ Ве эт @& 
2 2 2 2 
Л Увы с05 ен Ут ЕЕ т сы. 
2 2 2 2 
а) - к = о р 29 9) в. о , 
т” ке НН -й и 
п р) с05 р: Эт о Ут р) = 
т р 
соз? _ Е с05 ое со? —- яп В ть й 
= —- 9 Ч Е . 
с) В о р } ) 8 * р 
0$ — с0$ — с05 эт —- 
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т р соз— р т В ее 
я 2 2 2 
о * =-е 
эт 2 с05 с эШ 5 Уп р о 
ь 
с05 ты Е р соз = п вы 
г 2 2 
® с) а == о = й 9) = о 
с0$ 7 с0$ :. с0$ и 5т е 
2 2 2 р 
е=+и 


3. Эти системы совершенно замкнуты въ себф и путемъ полярнаго 
преобразованя уже не получають дальнЪЙйшаго расширен; въ самомъ ДЪлЪ, 
формулы Ь) и с) полярны каждая самой себЪ, формулы же а) и а) при 
полярномъ преобразовани переходять одна въ другую. 


Въ каждой систем формулъ (Ш) (=1, 2, 3) © иметь 
одновременно либо значене -- 1, либо значене — 1. Теперь 
поставимъ себЪ вопросы: 


, 1. Когда © имфеть въ каждой системЪ положительное и когда отри- 
цательное значене? 


2. Какая зависимость существуеть между значенями о въ различ- 
ныхь системахъ (Ш;)? 


Оба вопроса разрышаются совмЪстно *). Мы начнемъ изслЪдоване 
СЪ частнаго случая, именно, мы спросимъ: каке знаки мы Должны ВЗЯТЬ 
въ уравненяхь Деламбра, напримфръ, для треугольниковъ типа Г. 
Изъ таблицы, помфщенной на стр. 58, мы беремъ слБлующе предфлы 
для сторонъ и угловъ въ треугольникахь этого типа: 


[2 р © ( В у 


0, п л,2л л2п 0, л я, 2л ил 20 


1 


Если мы теперь хотимъ опредФлить для этого типа знакъ о въ фор- 
мулЪ (Ш,) (а), то мы должны руководствоваться слфлующими предфлами: 


| ру @ 2. а 
2 2 2 2 

Мл Ел Нл УЕ 

3 ‚— в. 52 о 


*) Другое боле простое изложеше можно найти въ $ 50, 4. То, которое 
дано здЪсь, нфсколько сложнФе, но зато естественнфе. 


Веберъ. Энциклоп. элемент. геометри. 6 
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Поэтому 
эй ое: имЪетъ отрицательное значеше, 
_ @ 
$ -о „ Положительное „ 
р —с 
0$ о „ Положительное »› 
а . 
0$ о „ Положительное „ 3 
поэтому здфсь о иметь значеше — 1 и только это одно значеще. Сим- 


волически мы напищемъ теперь, когла рЪчь идетъ только о знакЪ, эту 
формулу Деламбра въ такомъ видЪ: 


сх 0 зе ; 

слфдовательно, въ нашемъ случа о = - 1. 
Но согласно, п. 9, этимъ путемъ уже доказано, что для типа бо 
во всей системЪ (Ш,) должны быть взяты нижн{!е знаки. Если бы 
мы захотфли примфнить тоть же премъ для рЬшеня вопроса о знакахъ 


въ формул (Ш,) (а), то это оказалось бы невозможнымъ: именно, здЪсь 


предфлы будуть таке: 


п Совинй с-а В 
2 р) 2 2 
м Зп п ет 
р шт о. 


Поэтому мы будемъ имЪть знаки: 


ВС, 
для эт - 2 тоть или другой, 


В 


эп -5 положительный, 
са 
„ ©0905 ет тоть или другой, 


я с05 отрицательный. 
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Если мы будемъ здБсь называть величину, которая можетъ имЪть 
какъ одинъ, такь и другой знакъ, „неопредфленной“ и будемъ это отм$- 
чать вопросительнымъ знакомъ (?), то формула Деламбра (Ш.) (а) прини- 


маетъ видъ; 
? 2 
в 0 = 


фраза оны 


но дана 
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такъ что мы не можемъ сдфлать заключеня относительно знака 0; на- 
противъ, формула (Ш.) (Ь) принимаетъ символическую форму 


иже 
ы , 
+ + 
и, слЪдовательно, въ этой формул опять таки о = —1. Но такъ какь 
въ одной и той же системЪ, какъ было доказано, о имЪеть всегда одно 
И то же значене, то во всей систем (Ш,) о = —1. Такимъ же обра- 
зомь можно обнаружить, что и во всей системЪ (Пу о = — п Мы 
пришли, такимъ образомъ, къ слфдующему результату. Для треуголь- 
“(1 4 = 
никовъ типа То во всЪхъ формулахъ Деламбра о = — 1. Поль- 


зуясь ТБмъ же премомъ, можно опредЪлить знаки для всфхъ 16 типовъ. 


4. Кь той же цЬли быстр$е и нагляднфе приводить слЪдующая 
таблица *), которую легко составить при помощи таблицы, приведенной 
на стр. 53; она составляется чисто механически при помощи очень про- 
стыхъ соображенй; нужно только заполнить немномя мЪста указаннымъ 
выще способомъ: 


Е ЗЕЕЗОСЕЕРЕ ЗЕ ЗООЕН 
ме = = м АИ ее 0 
— ЗЕ ь ИЕ: ие ее 
Е ЕЩЕ ЕМС 
е Ч 14 «| _4 | Ь © 9]а мт с ке 
ры ее = а ее == |1] м ЕВ 
То Е: не! == |1 Е = Е ЕН 
Рене 11| о Еее = 


Таблицы, соотвфтствующя индексамъ 9 и 3, получаются изъ таблицы 
(5) путемъ циклическаго перемьщеня колоннъ (Ш,), (15), (15). 


*) По техническимъ причинамъ вездЪ въ этой таблиць вмЪсто — © напе- 


чатано о- 
6* 
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Если индексы К, ‚ т обозначають числа 1, 2, 3 въ нБкоторой 
опредфленной послфдовательности, то мы получаемъ формулы, знаки ко- 
торыхь непосредственно опредЪфляются таблицей, и формулы, которыя 
остаются неопредфленными, по схемЪ: 


Типъ | Опредфленныя. ] Неопредфленныя 

’ (Ша) ана) (15) @П»о) 

То.....| @ща аа) (И.Б) ас) 
| {Шьа) (Па) (Ш„ь) (Ш.с) (6) 

" (Ша) аа) (Ш»5) аИ»с) 

у .| (15) (Ис) (Ша) (Ша) 

9, =0,1 (Ш„Ъ) (Ш, с) (Шла) (Ш, 9) 


Эта схема показываеть, что для треугольниковъ каждаго типа мы 
всегла имфемъ вь своемъ распоряжеви для опредфленя знака въ соот- 
вЪтствующей системЪ (Ш;) (1 = 1, 2, 3) двЪ формулы таблицы (5), чфмъ 
опредфляется знакь всей системы. Два вопроса, поставленные въ п. 3, 
получаютъ теперь полное разрфшеше въ видф слфдующей теоремы, ко- 
торая непосредственно вытекаетъ изъ таблицы (5) и формулъ (Ш;): 


Теорема: Во всзхъ формулахъ Деламбра о одновременно 
равняется либо 1, либо —1; о = -- 1 для типовъ: 


то То То к 
РО И и }} т в 2, 8} 
и о = 1 для типовъ: 


т Нм Ре Е 
И РА та РИ во 


Въ частности во всякомъ Эйлеровомъ треугольникЪ о = -{ 1. 


5. Подчеркнемъ еще разъ, что эта теорема имфеть основное зна- 
чен1е. Она обнаруживаеть, что нельзя говорить просто о „сферическомъ“ 
треугольник5; имфется два вида сферическихь треугольниковъ, которые 
настолько различны, что ихъ элементы связаны существенно различными 
системами формулъ *). Въ виду этого глубокаго различя становится 
цфлесообразнымъ обозначать треугольники этихъ двухъ кате- 
гор! различными названйями. Стюди называетъ сферичесвй 


*) Уравнешя Деламбра при о=-1 и о=— 1 представляють уже собой 
двЪ совершенно различныя системы формулъ. Но ниже мы познакомимся еще съ 
другими формулами второго порядка, въ которыхъ разлищме между собственными 
и несобствезными треугольниками выступаетъь еще рфзче; въ нихъ въ случаяхъ 
собственныхъ и несобственныхъ треугольниковъ появляются не только различные 
знаки, но и различныя функши ($ 50, (Н) и (У)). 
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треугольникъ „собственнымъ“, если о =-+- Ти „несобственнымъ“ 
если о = — 1. 
Изъ 16 типовъ треугольниковъ Мёб1уса восемь, а именно: 


"о То 7% Та 
1 0 И 1 01 1 10 


представляютъ собой собственные треугольники, а остальные 
восемь: 


0) "Го й “А 
то Вы д 1 


и 
несобственные. 
На таблиць | (стр. 50) слЪва начерчены собственные типы, справа - 
несобственные. На таблицф (5) собственные треугольники отдфлены оть 
несобственныхь двойными штрихами. 


ТЪ формулы, которыя справедливы какъ для собственныхъ, 
такъ и для несобственныхъ треугольниковъ, называются фор- 
мулами перваго порядка; т же формулы, которыя относятся 
только къ собственнымъ или только къ несобственнымъ тре- 
угольникамъ, называются формулами второго порядка. 


На первый взглядъ это опредфлеше формуль перваго и второго 
порядка отличается оть того, которое было дано въ п. 3 $ 40-го. Но 
въ слБдующемъ параграф мы увидимъ, что введене собственныхь и 
несобственныхъ треугольниковъ необходимо приводить къ развитно Мё- 
б1усова понят я о треугольник5; оба опредфленя оказываются поэтому 
тождественными. 

Замфчательно, что формулы Деламбра при почленномъ дфлени 
лаютъ формулы перваго порядка; это—такъ называемыя Неперовы 
аналог1и, указанныя въ 8 43. 

Гауссъ полагалъ, что формулы Деламбра при вычисленяхъ имЪ- 
ють преимущество передь Неперовыми аналойями, Деламбръ же оспа- 
ривалъ эту точку зрЪня *). Посл того, что было изложено, формулы 
Деламбра, съ теоретической точки зрфня, несомнЪнно стоятъ выше; 
он обнаруживаютъ существоваше двухъ классовъ треугольниковъ, тогда 
какъ аналоци Непера одинаково относятся ко всфмъ треугольникамъ. 


$ 46. Треугольники Гаусса-Стюди. 


1. Два треугольника одного и того же индекса, (стр. 53), изъ ко- 
торыхъ одинъ собственный, а другой несобственный, мы будемъ называть 
„противонаправленными“. Мы получаемъ треугольникъ противонапра- 
вленный треугольнику 1% (1=0,1,2,3), если дадимъ диаг другое возможное 


*) у. ВгтаиитаН |, Уопезипееп @Ъег СезсосШе ег Тивопошее, 2\мейег 
Вапч, р. 193. 
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для него значеше; выражаясь геометрически, если мы либо измфнимъ на- 
правлеше всхъ трехъ сторонъ треугольника, либо замЪнимъ направлене 
вращеня на сферЪ противоположнымъ— два процесса, которые, согласно 
5 39, 10, взаимно полярны. Выражая то же самое другими словами, можно 
сказать, что съ этими процессами связана перемфна знака коэффищента 0. 


2. Но это не единственный путь, который приводитъ къ пе- 
ремфнЪ знака. Если мы увеличимъь одну изъ сторонъ или одинЪ изъ 
угловъ на 2л, то половина угла нарастеть при этомъ на л, и мы легко 
убЪждаемся, что съ этимъ связана перем$на знака въ формулахъ. 

Это заставляетъ насъ считать различными и так{е треуголь- 
ники, которые отличаются на величину, кратную 2л. Изъ одного 
и того же треугольника Ме буса мы можемъ, такимъ образомъ, получить, 
мЪняя неограниченно стороны и углы, безчисленное множество тре- 
угольниковъ. Треугольники, къ которымъ мы такимъ образомъ приходимъ, 
мы будемъ называть треугольниками „Гаусса-Стюди“. 


с) О 


© }®\ 
А А 
11 (р 
Ех 00 
Фиг. 38 
Въ вычислен!яхъ переходъ отъ треугольниковъ Мёблуса къ тре- 
угольникамь Гаусса-Стюди осуществляется тЬмъ, что мы въ треуголь- 
ник5 Мёб1уса замБняемъ стороны и углы новыми, полагая 
а =а+ 9. л, “=а 2, п | 
= 2нл, В =В 2%, м 
е=с-+ 21 У=у29п 


0 


Въ этихь линейныхь подстановкахь И и # означаютьъ цфлыя числа, 
положительныя или отрицательныя, или 0. 

Мы обобщимь поняме о „типЪ“ (стр. 53) такимъ образомъ, что 
отнесемъ кь одному и тому же тину треугольники, которые отличаются 
одинъ отъ другого только подстановкой вида (5). 

Геометрически можно составить себЪ ясное представлеше о тре- 
угольник6 Гаусса-Стюди, если мы вообразимъ себЪф такого рода тре- 
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угольникъ, который сдфланъ изъ нитей, а углы между его сторонами на- 
тянуты пружинами; нить можетъ обвивить сферу н$сколько разъ, а пру- 
жина можеть имфть нЪфсколько оборотовъ. На фигурЪ 38 *) изображены 
два треугольника Гаусса-Стюди типа и первый соотв$тствуетъ под- 
становкБ 


а’ =а, в’ =Ь, с’ =с, а =а2л, Р=рВ, У=у, 
а второй подстановкЪ 
и =. е = =ю Ея = = 


3. Каще же изъ треугольниковъ Гаусса-Стюди будутъ собствен- 
ными и каюе будутъ несобственными? Такъ какъ наращене одной 
стороны или одного угла на 2л измфняеть знакь коэффишента о на 
обратный, то мы должны отдфлить подстановки (3%), въ которыхъ сумма 
И р -- „, выражается четнымъ числомъ, оть тЬхЪ, въ 
которыхъ она выражается нечетнымъ числомъ; при подстановкахъ перваго 
рода о сохраняетъ свой знакъ, а при подстановкахъ второго ряда — 
мЪняеть его. 


Теорема. Подстановки (3%), для которыхъ выполняется срав- 
нен!е 


Уп -- Ху = 0 (шоа. 2), (9%) 


обращаютъ собственный треугольникъ въ собственный же, а не- 
собственный въ несобственный же; напротивъ, при наличности 
сравнен!1я 


Уп + У ЕТ (тоа. 2) (9) 


собственный треугольникъ переходитъ въ несобственный, и 
обратно. 


Если мы теперь назовемъ треугольники, принадлежанце къ одному и 
тому же типу и отличаюциеся только подстановкой (%), „эквивалент- 
ными“, треугольники же, отличаюцеся только подстановкой (5'), „суще- 
ственно различными“, то эквивалентные треугольники всегда будуть 
одновременно собственными или несобственными; изъ двухь же суще- 
ственно различныхъ треугольниковъ одинъ будеть собственнымъ, другой 
несобственнымъ. Послфднее предложене можно теперь выразить сл$ду- 
ющимъ образомъ. 


Теорема. Подстановка (%) обращаетъ всяк сферический 
треугольникъ въ эквивалентный ему треугольникъ, подстановка 
же (5) — въ существенно отличный. 


*) Символы, начерченные при этихъ фигурахъ, будутъ пояснены ниже. 
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4. Мы можемъ сдфлать отсюда важный выводъ: то свойство сфе- 
рическаго треугольника, что онъ можетъ быть собственнымь или не- 
собственнымъ, уже не связано, какъ у Мёб1уса, съ опредфленными 
типами но ($ 45, 5); напротивъ, въ каждомъ тип мы теперь имфемъ 
группу собственныхь и группу несобственныхъ треугольников». Такъ, 
на фиг. 38 нервый треугольникъь собственный, а второй несобственный, 
хотя они оба принадлежатъ къ типу Та Изъ 8 собственныхъ типовь 
Меб!уса получается 8 группъ собственныхь треугольниковъ при помощи 
подстановки (%) и 8 группъ несобственныхъ треугольниковъ при помощи 
подстановки (3). То же иметь мЪсто и для 8 несобственныхь Меб!у- 
совыхъ типовъ. Мы получаемъ, такимъ образомъ, 16 группъ 
собственныхъ треугольниковъь и 16 группъ несобственныхъ; 
первые мы будемъ обозначать символомь Е®, вторые — символомъ 


1.3). Каждая группа можетъ быть представлена любымъ при- 
надлежащимь ей треугольникомъ; всф остальные треугольники той же 
группы эквивалентны съ эТимЪ „представителемъ“ ея и получаются изъ 
него посредствомъ подстановки (5%). Въ качествЪ такихъ представителей 
особенно удобно взять формы, начерченныя на таблицахъ П и Ш; мы 
будемъ называть ихь „приведенными“ треугольниками; цЪлесообраз- 
ность такого выбора выяснится ниже. 


5. СдБлаемъ теперь сводку полученныхъ результатовъ. 


Треугольники Мёб1уса. | Треугольники Гаусса-Стюди. 

а) Стороны и углы содер- | а) Стороны и углы могутъ из- 
жатся между О и 2л; стороны и мЪняться безъ всякаго ограничен я; 
углы, сравнимые по модулю, 27 если они даже сравнимы по молулю 
считаются тождественными. 2л, они все же считаются раз- 

личными. 

Ь) Тремъ даннымъ точкамь Ь) Тремь даннымъ точкамъ 

на сферЪ соотвфтствуютъ 16 раз- на сфер соотв$тствуетъ безчи- 
личныхь треугольниковъ. сленное множество треуголениковъ, 


которые распадаются, однако, на 
32 группы эквивалентныхь тре- 


|  угольниковъ. 
с) Изъ нихь 8 представля- с) Изъ этихъ 32 группъ 16 
ють собою собственные, а 8 не- содержатъ эквивалентные собствен- 
собственные треугольники. ные треугольники, а остальныя 16 


содержать эквивалентные между 
собой несобственные треугольники 
каждая группа можеть быть пред- 
ставлена однимъ изъ ея треуголь- 
никовъ, — напримЪръ, „приведен- 
нымЪъ“ треугольникомъ. 
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6. Можетъ показаться, что принадлежащее Гауссу и Стюди обоб- 
шене Меб1усова понятя о треугольникЪ идеть безъ нужды слишкомъ 
далеко. Мы условились считать различными треугольники, отличающеся 
по модулю 2л; но такъ какъ прибавлеше 4л, 8л ... не вызываетъ ни- 
какого измфненя въ знакахъ, то на первый взглядъ казалось бы лоста- 
точнымъ ограничиться такого рода обобщенемъ: треугольники, коихъ 
стороны (или углы) сравнимы по модулю 4л, считаются тожде- 
ственными; при этомъ соглашени можно найти число всфхъ треуголь- 
никовъ, которые получаются изь одного Мёб!1усова треугольника, если 
числамъ п и дать только значеня Ои 1; но тогда мы получаемъ 
26 — 64 треугольника; а такъ какъ три точки опредфляютъ 16 треуголь- 
никовъ Мёб1уса, то, съ этой точки зрня, мы должны были бы сказать: 


Три точки на сфер опредЪляютъь 16.64 — 1024 различ- 
НЫХЪ треугольников?ъ, половина которыхъ суть собственные 
треугольники, а остальные несобственные. ы 


Поскольку рЪчь идеть только о формулахъ Деламбра, этого 
обобщеня было бы уже достаточно. Если мы, однако, предпочли сразу 
стать на болфе общую точку зрфня, то мы руководствовались при этомъ 
двоякаго рода соображенями. 

Подобно тому, какъ формулы Деламбра. содержать половинные 
углы, можно было бы также вывести формулы, которыя содержатъ третьи, 
четвертыя, ..., К-ыя части угла; и это всегла приводило бы кь необхо- 
димости ввести новое поняЧе о треугольникЪ; мы должны были бы тогда 
считать тождественными треугольники, сравнимые соотвЪтственно по 
модулямъ бл, 8л, ..., 2[л. 


Съ этой точки зрЪн1я мы получили бы цЪлую сер!ю понят!й о 
треугольникЪ въ зависимости отъ того, что мы посл довательно 
признавали бы тождественными треугольники, сравнимые по 


то4 2л, то@4л, то бл, ..., тоа 2ёл *). 


Совокупность всфхъ треугольниковъ расчленяется, такимъ образомъ, 
на треугольники 1-ой, 2-ой, 3-ей, ..., Ё-ой „ступени“. Три точки опре- 
дфляютъ 16 ` /° треугольниковь /-ой ступени. 

Такимъ образомъ, поняме о треугольникЪ Гаусса-Стюди имфеть 
то преимущество, что оно сразу производитъ всЪ эти обобщеня и охва- 
тываеть всф мыслимыя формулы. 

Гораздо глубже соображеня второго рода; они носятъ геометри- 
ческЙ характеръ и находять себф выражене въ „теоремЪ Стюди“. 


*) Ср.Е, Кеш, „ОБег @е пурегосотевчесне Кайе“. Литографированныя 
лекщи. Стр. 312 и дальше. 
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Таблица Па. 


Приведенные собственны: треугольники. 


(6) (4) 
Ей Ев 
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Таблица ПЬ. 


Приведенные собственные треугольники. 


(к) о 
Ею Е® 


(0) 
® Е 
ты ы 
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Таблица Ша. 


Приведенные несобственные треугольники. 


о 


А 


со 


к) 
о | 


а 
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Таблица ШЪ. 


Приведенные несобственные треугольники. 


| 
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$ 47. Теорема Стюди. 


1. Если мы назовемъ совокупность всфхъ треугольниковъ, которые 
могутъ быть получены изъ какого-либо одного треугольника посредствомъ 
непрерывной деформаши на сферЪ (г. е. передвиженемъ по сферЪ, 
растяженемъ или расширешемъ) „континуумомъ“, то будетъ имфть мЪсто 
слЪлующая теорема: 

Теорема Стюди. Совокупность всЪхъ собственныхъ тре- 
угольниковъ и совокупность всфхъ несобственныхъ образуютъ 
каждая въ отдЪльности континуумъ. 

Напротивъ, непрерывный переходъ отъ собственнаго тре- 
угольника къ несобственному невозможенъ *). 


2. Это предложеше обнаруживаетъ, что послфловательное раздЪлен!е 
треугольниковъ на „ступени“, воздвигаетъь совершенно неестественную 
грань между треугольниками, объединенными важнымъ свойствомъ, заклю- 
чающимся въ томъ, что они могуть непрерывной деформащей переходить 
другь въ друга; оть любого треугольника, скажемъ, первой ступени, 
всегда можно непрерывной деформащей придти къ треугольникамъ любой 
другой ступени. Съ этой точки зрЪн1я раздЪлен!е треугольниковъ 
различныхъ ступеней представляется невыполнимымъ. Напро- 
тивъ, раздБлене треугольниковъ на собственные и несобственные пред- 
ставляеть собою естественную грань. Такимъ образомъ, разъ мы вообще 
пришли къ необходимости различать углы, отличаюниеся на кратное 2л, 
то представляется наиболЪфе цфлесообразнымъ положить въ основу поня- 
ме о треугольникахъь Гаусса-Стюди во всей его общности **). Чтобы 
устранить всяКя недоразумфня, замфтимь еще сл$ёдующее: опредфлене 
формулъ перваго и второго порядка дословно, какъ оно приведено въ 
$ 45, 5, остается въ силЪ также для треугольниковъ Гаусса-Стюди. 

Формулы перваго порядка имфють точкой отправлевмя теоремы 
синусовъ и косинусовь, формулы же второго порядка - уравнешя Де- 
ламбра ***). 

3. Доказательство теоремы Стюди. Прежде всего, что тре- 
угольники Меб!уса одного и того же типа могутъ быть непрерывно 
превращены одинъ въ другой, это непосредственно ясно и не нуждается 
ни въ какомъ доказательствЪ. Что касается остального, то обращаясь къ 
первой положительной части предложеня, мы и ее докажемъ посте- 
пенно. Именно, мы покажемъ: 


*) Доказательство дано ниже, въ п. 3. 

**) Мы не хотимъ этимъ сказать, что при тЬхь или иныхь алгебраи- 
ческихъ изслфдовашяхь не можетъ оказаться цфлесообразнымъ сохранить упо- 
мянутыя „ступени“. 

+**) Зшау, 1. с., $. 130. 
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1) что всЪ эквивалентные треугольники ($ 46, 3) всегда могуть быть 
преобразованы другъ въ друга непрерывной деформашей. 

Этимъ путемь мы можемъ каждый треугольникъ непрерывно пре- 
образовать въ приведенный ($5 46, 4); намъ останется поэтому только 
показать, 

2) что 16 приведенныхъ типовъ собственныхъ треугольниковъ, равно 
какь и 16 типовъ несобственныхъ, могутъ быть всегда преобразованы 
другь въ друга. 

1) Мы преобразуемъ треугольникъ — что всегда возможно — такимъ 
образомъ, чтобы, скажемъ, было а==л (то4. 2л). На фиг. 39 это показано 
для Эйлерова треугольника: намъ нужно только вершину (С продвинуть 
въ положительномъь направлени стороны 4 до точки (С; треугольникъ 
получаетъь тогла форму, изображенную на фиг. 40. Если мы теперь, 


Фиг. 39. Фиг. 40. 


сохраняя вершины Ви (., заставимъ сторону а сдЪфлать Ё оборотовъ, 
то при каждомъ оборотЪ углы В и у нарастаютъ на 2. Наконець, мы 
возвратимъ точку (Х въ ея первоначальное положеше, при чемъ произве- 
денное измфнене угловъ сохранится; такимъ образомъ, мы непрерывной 
деформащей произвели подстановку: 


| веса В ? |. 
аврса Вл ул] 
аналогично могутъ быть произведены подстановки, которыя получаюгся 
изъ этой циклическимъ перемБщенемъ. 

Будемъ теперь перемъщать въ треугольник /4ВС вершину С по 
дугЬ ВС вь положительномъ направлени: тогда при каждомъ оборотЪ 
сторона 4 возрастаеть на 2л, уголъ же @а, смотря по установленному на 
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сферЪ направленно вращеня возрастеть или уменьшится на Эл. Такимъ 
образомъ, # оборотовъ приволятъ къ подстановк$: 


( а оо а 8 р 

анал Бсаг?4л Ву] 

такимъ же образомъ можно осуществить обЪф аналогичныя подстановки. 
Если мы теперь произведемь аналогичныя преобразования полярнаго тре- 
угольника и примемъ во внимане, что непрерывной деформащи полярнаго 
треугольника соотв6тствуетъ непрерывная же деформащя первоначальнаго 
треугольника, то мы убЪфдимся, что мы имЪфемъ возможность осузцествить 
гакже подстановки, которыя получаются изъ указанныхъ выше путемъ за- 
мЬщены сторонъ углами и обратно. Но изъ полученныхъ такимъ образомъ 
12 подстановокъ можно составить, какъ въ этомъ легко убЪфлиться, каждую 
подстановку (3). Итакъ, эквивалентные треугольники всегда мо- 
гутъ быть преобразованы другь въ друга. 


2) Доказательство второй части мы вновь раздфлимъ на двЪ части. 


а) Мы докажемъ, во первыхъ, что собственные приведенные типы, 
отличаюциеся только направлешемъ сторонъ, а не установленнымъ на сферЪ 
направленемъ вращеня, могутъ быть непрерывно преобразованы одинь 
въ другой. СлФловательно, типы, начерченные на таблицф П въ верхнемъ 
рялу, могутъ быть преобразованы другъ въ друга, равно какь и типы, 
начерченные въ той же таблицЪ въ 
нижнемъ ряду. То же самое относится 
и кь несобственнымъ треугольникамъ, 
на таблицф Ш. 


Ь) Во вторыхъ, мы покажемъ, 
что между типами верхняго и нижняго 
рядовъ какъ на таблииЪ НП, такъ и на 
таблиц Ш также возможенъ непре- 
рывный переходъ. Мы будемъ обо- 
значать нижне горизонтальные ряды 
на нашихъ таблицахъ черезъ а, верх- 
не черезъ р. 


а) Мы будемъ исходить оть 
приведеннаго треугольника Е® и со- 
вершенно такъ же, какъ выше, при- 
дадимъ ему такую форму, чтобы а =л (фиг. 39, 40). ЗатЪмъ, сохраняя 
точки Ви С, мы повернемъ сторону а на полъ-оборота; при надлежа- 
щемъ выбор направленя этого оборота углы Ви 7 нарастуть тогда 
на л; въ полученномъ такимъ образомъ треугольникЪ проведемъ сто- 
рону а въ направлени, обратномъ прежнему, такъ что она перейдетъ въ 


Фиг. 41. 
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2л — а; наконецъ, возвратимъ вершину (Х въ ея первоначальное поло- 
жене. Тогда нашъ треугольникъ /:16) перейдетъ въ треугольникт, ТИ 0 
сторонами и углами 2л - а, р, с; а, 7 - В, лу. Весь этотъ процессъ 
мы обозначимъь черезъь Ё,; точно такъ же черезъь №, и Ё., обозначимъ 


процессы, которые изъ него получаются циклическимь замфщенемъ. 


Каждый процессъ А, непрерывно преобразовываетъ тре- 
10 а 
угольникъ А въ треугольникъ А“® ({ =1, 2, 3) и обратно. 


Въ справедливости второй части этого утвержден легко убЪдиться. 


Если мы, такимь образомъ, произведлемъ процессъ ИЕ», надъ тре- 
угольникомь А, то мы получимъ треугольникъ Е®; если же надъ 
послфднимъ треугольникомъ произведемъ процессъ Ез, то ТЪ же сооб- 
раженшя, что и выше, обнаружатъ, что мы получимъ треугольникъ Е, 
Стороны и углы этого треугольника будутъ: 4, 2л 6, 2л с, 2л - а. 
п- в, л | у. Нужно замфтить, что мы получаемь собственный типь 
Е благодаря прибавленшю 2л кь углу а. Мы будемъ говорить, что мы 
„составили“ этоть процессь изъ процессовь А, и Ё., и будемъ его 
обозначать символически произведешемь А. ^.. Это та же терминолонЯя, ко- 
торэй мы уже пользовались въ теор группъ перестановокъ (т. 1, 5 50). 
Если, стало быть, 1, К, [ означаютъ числа 1, 2, 3 въ любой послфдователь- 
ности, то мы можемъ сказать: процессъ А./, непрерывно преобра- 


760) (2) 
зовываетъ треугольникъ А“ въ треугольникъ а: 


Точно такъ же легко усмотрЪлть, что процессь А: А.Ё, непрерывно 
“(0 : “(0 
преобразуетъ треугольникъ А) въ треугольникъ Е®. Стороны 
и углы этого треугольника суть: 2л а, 2л КФ, 2л с, Эпча, 
2п- в, 2 | у; благодаря прибавленио 2л’ ко всфмъ угламъ треуголь- 
никъ остаегся собственнымъ. 


Такимъ образомъ, утвержлене а) для ряда (@) доказано; но анало- 
гичныя разсуждеНМя можно провести также для ряда (3) и для соотвЪт- 
ствующихъ ряловь несобственныхь треугольниковъ. 


Теперь становится также яспымъ, почему мы выбрали 
„приведенные“ треугольники въ томъ видЪ, какъ они начер- 
чены на нашихъ таблицахъ; выбору сдЪлань такъ. что тре- 
угольники, помфщенные въ олномъ горизонтальномъ ряду, 
преобразовываются одинъ вь другой непосредственно однимь 
изъ процессовъ ЕЁ. 


Ь) Доказательство, что и ряды (а) и (28) непрерывно преобразо- 
вываются одинъ въ другой, легко выполняется при помощи полярнаго 
преобразованя. Процессьъ А А.Е. (помимо прибавленя 2л ко всфмъ 
угламъ, при которомъ треугольникь остается собственнымъ) м$няеть 
направленя всфхъ сторонъ. Поэтому, согласно 5 39, 10, этоть процессь 


Веберз. Эпциклоп. элемент. геометрит. ‘ 
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для полярнаго треугольника равносиленъ измфненню стороны вращеня 
на сферЪ; при прибавлеши 2л ко всЬмъ тремъ сторонамъ полярнаго 
треугольника, онъ также остается собственнымъ. Треугольникъ, кото- 
рый мы такимъ образомъ получаемъ, еще не приведенный, — но при 
помощи подстановки вида (№) онъ всегда можетъ быть непрерывно пре- 
образованъ въ приведенный треугольникъ. Этимъ путемъ осуществленъ 
переходъ оть треугольника (а) кь треугольнику (2), и мы можемъ сказать: 


Процессъ, полярный процессу Ё,Ё,Ёз, непрерывно пре- 
образуеть рядъ (&) въ рядъ (В). 


Этимъ доказана положительная часть теоремы. 


4. Обращаясь теперь къ отрицательной части теоремы, замЪтимъ, 
что, въ виду доказанной первой части, намъ достаточно обнаружить су- 
шествоваше хотя бы одной только пары сферическихъ треугольниковь, 
которые не могутъ быть преобразованы другъ въ пруга. Мы разсмотримъ 
какой-либо собственный треугольникъ, въ которомъ только эштаи 
соз1а не равны нулю, и несобственный треугольникъ, который полу- 
чается изъ перваго прибавленемъ 2л къ углу а. Если бы таюе треуголь- 
ники могли быть непрерывно преобразованы одинъ въ другой, то ура- 
вненя (Ш,) должны были бы имфть мфсто одновременно какъ для @ — р 


такъь и для о = 1; но тогда мы получили бы почленнымъ сложенемь: 
^, Ала } 
и Я 
$1 ыы 0, эт Ве 0, 
Е ее ее 
с 9 - —- ‚ с05$ о ее , 


что явно содлержитъ противорЪче. 


Такимъ образомъ доказана и отрицательная часть теоремы. 


5. Теорема Стюди приводить къ новому опредЪлентю собствен- 
ныхъ и несобственныхъ треугольниковъ. 


Собственными называются всЪ тЪ треугольники, которые 
могутъ быть получены изъ Эйлерова треугольника непрерывной 
деформащей. ВсЪ остальные называются несобственными. 


$ 48. Аналитическая постановка вопроса. Родственные 
треугольники. Треугольники Стюди. 


1. Процессы А» (й = 1, 2, 3), которыми мы пользовались въ пре- 
дылущемъ параграфЪ, можно безъ трула выразить аналитически. Какъ 
было выяснено на стр. 96 и 97, эти процессы равносильны подстановкамъ: 
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‚= ( а рса В й ) 
1 \2п-афрсал+ В му’ 


к, = (* Ь а 
о О 


© 


Е ар @ с В 7}. 
. 2 6 та ПР 
мы будемъ ихъ впредь дЪйствительно отождествлять съ этими полстановками. 


Нагляднфе эти подстановки могутъ быть выражены слфдующей таблицей, 
въ которой новые углы и стороны обозначены черезъ а’, В’, с’, а’, [', \". 


и | а я? р т а’ | В’ | у 
В 21 а р С а п В и и 

- | (Е) 
Я || 2п-=р с ша А 


о а р | 2мс пра м-в у 


Если только # | [, то каждая изъ подстановокъ /[) преобразовываеть 
любой типъ ряда () или (В) въ слфлующий. При А = | каждый треуголь- 
никъ преобразовывается въ эквивалентный треугольникъ. 

Если мы будемъ обозначать эквивалентность ($ 46, 3) знакомъ —, 


а тождественную подстановку (т. № $ 50) черезъ 7, то 
"ИЕ 7 ) 
У = ея 
й са 27 В 27 {у + 


такъ что всегда 
А: =1. 2,3) (1) 


геометрическое значене этой формулы, какъ и сл$флующихъ, было уже 


выяснено. Далфе мы получаемъ: 


а" ы Е. р [ОИ Ц 
РВВ а 21—Ь|2л с'2л-а| яр Гира 
2. 2п—а| В |2 сима | 27 ЕВ п} я 
Е, |2т—а|25-—Ь 6 аа ет: т 
РИ ИИ Ре < 
к,вьк, = ( и , с . аж ) 
т 2 апп спал в 2”л {у 
мов “) 
т 
* 
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2. На стр. 97 мы пользовались далфе процессомъ, полярнымъ стно- 
сительно А, Е.№., чтобы оть ряла (@) перейти къ ряду (8). Но наше 
основное положене, что каждой операши на сфер соотвЪтствуетъ 
полярная ей операщя, требуетъ, чтобы мы непосредственно ввели про- 
цессы, полярные относительно операши А» (# = 1, 2, 3). Это чисто фор- 
мальнымъ путемъ приводить насъ къ слрдлующшимъ формуламъ: 


Е, а д-р лс та В у 
Е. ла = | Мс а ря Ве > | 
Е ла л-+Ь б а В Эл 
Е, Л @-6 2, 3) (1’) 
фе” те и г 8 -: 

Е. Зла лв | мс « (2л В 2? 
ЕЕ, | па 272-46 лс |2 а В 2: 244 (2) 
Е. Е.› Аи беса] 2 й 

Е.Е. = ЕЕ», (Е, [=1. 9.3: ЕП (3') 

и м ИА | ты | ры [о ь. Г: № И 


- (" ис в йа ). 
абс а В 7 
ЕЕ 1.151, 2, 3) (5) 


Что въ случаЪ (5) иметь место эквивалентность, а не равенство, 
это показываеть примфръ: 


О ы @ а Ве ) 
в, = (* ж-р лс Зла Эль)’ 


у Е м р. р С ГА В 7} й 
Аа Зл— в псл-арв т. 


эти двЪ подстановки отличаются одна отъ другой подстановкой вида (%). 


3. Если мы заинтересуемся геометрическимъ значешемъ подстано- 
вокъ Е,, ТО окажется, что межлу треугольниками, которые мы 
разсматривали до сихъ поръ, не найдется ни одного, который 
соотвфтствовалъ бы подстановкф Е,. Это ясно геометрически. Въ 


о 0 


самомь дДБлЬ, процессь Ё,, по существу, производить только обра- 
щене направлен я одной лишь стороны а. Полярный процессъ долженъ 
измфнить направлене вращеня на сферЪф, но только для одного лишь 
угла а; иными словами, уголъ @ замфняется черезь 2л— а, углы 
же В иу остаются безъ измЪненя. Это измфнеше получится, если мы 
замБнимъ точку „4 даметрально противоположной точкой 4’ ($ 38, 5). 
Подстановка Е, преобразовываетъ, слЪфдовательно, треугольникьъ АВС 
въ такой треугольникъ .{1’ВС, одна 
изъ вершинъ котораго .4’ не при- 
надлежитъ къ числу тЪфхъ неизмфн- 
ныхъ вершинъ, которыми мы поль- 
зовались до сихъ поръ (фиг. 42). 
4. Важно, однако, замфтить, что этимъ 
путемь мы получаемъ, правда, повые 
треугольники, но отнюдь пе новые 
типы треугольниковъ. Такъ, напри- 
мфръ, треугольникъ типа Ё® преобра- 
зуется подстановкой Е, въ треугольникъ 
типа А“, 
Это обстоятельство находить себЪ об- 
щее выражене въ слфдующемъ предложени, въ справедливости котораго 
очень легко убЪфлиться. Пусть Ё означаетъ подстановку, какимъ-либо 
образомъ составленную изъ подстановокъ А», а Е — подстановку, соот- 
вЪтствующимь образомъ составленную изъ подстановокъ Е; если пол- 
становка / преобразовываеть типъ '/“%® (р = 0, 1,2, 3; д, = =0, 1) въ 
Ти.» то подстановка Е преобразовываеть ‘его въ типъ 1%®,; соб- 
ственные типы при этомь всегда переходятъ въ собственные же, несоб- 
ственные — въ несобственные. 

Отсюда слфлуетъ, что мы могли бы для получешя всфхъ возможныхъ 
греугольниковь пользоваться въ качествЪ „образующихъ“ процессовъ 
не операщшями у а операщями Е,; это было бы только нЪсколько менфе 
наглядно. За приведенные типы треугольниковъ тогда было бы цфлесообраз- 
нЪе принять друге, именно, такого рода, какъ вторая изъ фигуръ на стр. 86. 


какъ это видно на фиг. 42. 


Фиг. 42. 


5. Мы видимъ теперь, что появлене подстановокъ Е, приводить 
кь необходимости ввести также въ разсмотрёе и противоположныя 
точки 1’, 3’, (’. Такимъ образомь, на первый плань выступаютъ 
уже не точки „1, В, С, какъ это было до сихъ поръ, а проекти- 
руюшИйЙ трехгранный уголъ (Г. Г,г,). 

Для ближайшихъ нашихъ соображенй было бы цфлесообразно раз- 
сматривать эквивалентные треугольники, какь тождественные; тогда 
три точки на сферф опредфляють 16 собственныхъ и 16 несобственныхъ 
треугольниковъ (5 46, 4). 
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Пусть теперь (г.т,г) будетъ трехгранный уголъ, ребра котораго 
вырфзываютъ на сфер точки 4, В, С, М’, В’, С’. Изъ нихъ можно 
тогда составить 8 комбинашй по 3, если, естественно, не вводить въ 
одну и ту же комбинашю двухъ противоположныхъ точекъ, какъ Ли /1'. 


Такимь образомъ, мы указаннымъ путемъ получимъ 8. 16 = 128 
собственныхъ и 128 несобственныхъ треугольниковъ, которые всЪ при- 
надлежатъ къ тому же трехгранному углу. 


Соотвфтственно этому мы будемъ для наглядности называть трех- 
гранный уголъ „родомъ“ этихъ треугольниковъ, а самые треугольники 
„родственными“. 


Если мы теперь, съ другой стороны, возвратимся къ аналитическимъ 
выраженямъ нашихъ преобразовайй и будемъ при этомъ помнить, что 
мы считаемъ эквивалентные треугольники тождественными, то мы зам$- 
тимъ, что въ виду соотношений (1), (1”), (3), (3’), (5) самая общая под- 
становка 5 можетъ быть представлена въ видЪ 


10 2. Е: 21 = #: 
йе ЕЕ Е: ° 
(6) 

обр бо ел А в == 09 
Въ общемь это составляеть 64 различныхъ подстановокъ. При 
такомъ аналитическомъ выражени изъ одного треугольника получается 
такимъ образомъ 64 собственныхь родственныхъ треугольника или 64 
несобственныхъ, смотря по тому, былъ ли исходный треугольникъ соб- 

ственнымъ или несобственнымъ. 


Геометрическя соображеня даютъ, такимъ образомъ, для каждаго 
рода вдвое больше треугольниковъ, чфмъ аналитическя. Это происходить 
просто оттого, что два симметрично росположенныхъ треугольника, 
какъ, напримфръ, /ВСи Л’В’С’, имъющие тЪ же углы и стороны, 
отличаются другъ отъ друга только геометрически, а не аналитически; ана- 
литическя выраженя даютъ вфдь только величины сторонъ и угловъ. 


6. Чтобы достигнуть и здфсь единства, мы введемь послЪфднее 
обобщен1е понят!я о треугольникЪ и такимъ образомъ придемъ къ 
„треугольникамъ Стюди“. 


Подъ треугольниками мы будемъ разум$ть совокупность 
сторонъ а, В, си угловъ а, В, 7, не касаясь случайнаго располо- 
женя ихъ на сферЪ. 


Сообразно этому всЪ треугольники, конгруэнтные одному 
и тому же треугольнику и симметричные ему, поскольку они 
имБютъ т же стороны и углы, мы будемъ разсматривать, какъ 
одинъ и тотъ же треугольникъ. 
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7. Если мы теперь эквивалентные треугольники будемь вновь раз- 
сматривать, какъ различные, то мы сможемъ выразить наши результаты 
слЪдующимь образомъ: 


Совокупность всфхъ треугольниковъ, принадлежащихь од- 
ному и тому же роду, распадается на 64 групиы собственныхъ 
и 64 группы несобственныхъ треугольниковъ. Мы можемъ по- 
лучить всф эти треугольники, если къ одному изъ нихъ примЪ- 
нимъ 64 подстановки, содержан яся въ схемЪ 


5 = лы Е." Е," Е.Е.” 
(21, 6, 63; &1, 8, 8; = 0, 1); 


изъ 64 треугольниковъ, къ которымъ мы такимъ образомъ при- 
демъ, мы получимъ всЪ родственные треугольники при помощи 
подстановокъ (5%) и (3’); при этомъ подстановки (%) даютъ соб- 
ственные треугольники отъ собственнаго исходнаго треуголь- 
ника и несобственные отъ несобственнаго; напротивъ, подста- 
новки (34”) приводятъ отъ собственнаго исходнаго треугольника 
кь несобственнымъ и обратно. 

Если мы имфли первоначально Эйлеровъ треугольникъ, стороны и 
углы котораго изм5няются между 0 и л, то подстановка (59) даетъ всЪ 
вообще существующие собственные треугольники, а подстановка (59) 
даеть всЪ несобственные треугольники. 

Что при этомъ многократно появляются одни и т же по типу тре- 
угольники, такъ какъ подстановки Е, не вносятъ, по существу, ничего но- 
ваго, - мы уже указали выше. 


8. Въ заключене мы удфлимъ еще мфсто замфчаню о возможности 
и другихъ обобщенй понятя о треугольникф. При томъ понят о тре- 
угольникЪ, которое установлено Стюли, точкой отправлешя все-таки 
служить геометрическ!й образь, хотя существеннымъ здЪфсь и при- 
знается нфчто аналитическое, именно — величины элементовъ а, В, ©» 
а, В, 7. Отсюда остается уже только одинъ шагъ къ тому, чтобы совер- 
шенно отвлечься отъ геометрическаго образа и дать чисто аналитическое 
опредЪлене : 

„Подъ сферическимъ треугольникомъ мы будемъ разумфть сово- 
купность шести величинъ а, 6, с, а, В, 7, которыя связаны межлу собою 
уравненями (Г) (стр. 67), выражающими теорему косинусовъ на сферЪ“. 

Такое обобщен даетъ возможность ввести также треугольники съ 
комплексными сторонами и углами. Шиллингу *) удалось дать 
геометрическую интерпретащю даже для такихъ „комплексныхъ треуголь- 


+) ЗсНИНипя, „Вейгаре 2иг сеот. Тпеоне 4ег ЗсВууагсзсНеп 5-РипК@оп“. Ма. 
Апп., Ва. 44. — Ср. также Зспоеп !ез, „ОЪег Кте1зБовепагасске“ и т. дл. — тамъ же. 
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никовъ“; онъ воспользовался для этого неевклидовымъ мЪроопред$ле- 
немъ, абсолютной поверхностью котораго служить сфера ($5 11, 18). 
Ребра проектирующаго трехграннаго угла въ этомъ случаЪ не проходятъ 
черезъ центръ сферы и даже не пересфкаются вообше 7). 

Однако, эти послЬнНя соображеня пр!юобрЪтаютъ значене только 
въ теори функщй. ЗдЪсь же, гдЪ мы ограничиваемся только вопросами 
элементарной математики, мы должны оставить ихъ въ сторон. 


$ 49. ПримБнен!е теори группъ. 


1. Предыдущее результаты гораздо легче обобщить, если восполь- 
зоваться понятйемъ о групп5; строго говоря, мы фактически все время 
уже пользовались этимъ основнымъ понятемъ. 

Какъ въ первомъ томф мы разсматривали группы, „элементами“ 
которыхъ служили перестановки ($ 52), такъ здЪсь мы займемся группами, 
элементами которыхъ служатъ линейныя подстановки, — „группами 
подстановокъ“. Группы перестановокъ представляютъ, очевидно, лишь 
частный случай группъ подстановокъ. 


2. Подстановки, которыя мы выше разсматривали, всегда имфли видъ: 
› р , 

; : 

а р.а- Ч.’ > р.@ Е 9и› 

у м =. 

= ра» В =РВ- 1, 

ая ‚вии ы = 

( рос Ем, АЕ р? 9, 
такъ что онЪ могутъ быть выражены въ общей формЪ 

м = ра; и 

мы будемь обозначать ихъ буквой 5, а точнфе  символомъ [р, 4]; при 
этомь мы всегда будемъ считать } отличнымъ отъ нуля; помимо же 


этого ри 4 могутъ пока имфть произвольныя значения. 
Изъ двухъ подстановокъ 


Х = ма 2) 
м=рх-а 
получается третья, „составленная“ изъ нихъ (т. 1. стр. 178 и д.): 
мл, | 
= рр’ е 
де, | 


т) Нужно сказать, что идея положить въ основу совокупность элементовъ, 
связанныхъ заданными уравненями, и таковую разсматривать, какъ треугольникъ, 
принадлежить Лобачевскому. Такую именно постановку вопроса мы находимъ у 
него въ „Воображаемой Геометр!и“. 
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что мы будемъ выражать символически 
Ка 
или точнфе: [р, 9]. [р', 9'] = [ф", 9" 


3. Подстановка [1, 0] =] есть тождественная подстановка; отъ 
составленН!я съ нею никакая подстановка не измфняется: 


Е. (5) 


4. Каждой подстановкЪ 5 отвфчаетъ одна и только одна 


(4) 


подстановка 5_' такого свойства, что 
а 
57$ == /. 


Чтобы въ этомъ убфлиться, достаточно положить въ выраженяхъ (3) 


Е ; 4 
нк т 


Подстановка 5" называется обратной относительно подстановки 5. 

Относительно обратныхь подстановокь и подстановокъ съ отрица- 
тельными показателями справедливо все, изложенное въ том | (въ $ 50 
п.м. 9—11). 

Если ри представляють собой не произвольныя числа, а чфмъ- 
либо ограниченныя (напримфръ, цфлыя), то, какъ показываютъ посл5дня 
уравнен!я, данной подстановкЪ не всегда отвфчаетъ обратная. 

5. Въ примфнев и къ составленю подстановокъ законъ перем$сти- 
тельный вообще несправедливъ, какъ это видно уже изъ того, что къ 
числу подстановокъ принадлежатъ и перестановки; такимъ образомъ, под- 
становка 5,5, можеть быть отлична отъ подстановки а 


Напротивъ, законъ сочетательный 
5; ем в (5; ь м х 


всегда имфеть мБсто, какъ въ этомь нетрудно убЪфдиться непосредствен- 
нымъ вычислешемъ. 

6. Совершенно такъ же, какъ въ случаЪ группы перестановокъ, 
мы будемъ теперь говорить: 

Система подстановокъ 


ОЕ о Е ... 


образуетъ группу подстановкЪ ©, если она удовлетворяетъ 
слфдующимь условямъ: 

1) Если >. и — суть цвЪ подстановки системы, различныя 
или тождественныя, то въ составъ той же системы всегда вхо- 
дитъ подстановка 

библ 


составленная изъ нихъ. 
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2) Каждой подстановк® 5, въ той же систем © отвфчаетъ 
обратная подстановка в 

Въ виду замфчаня, сдфланнаго въ ип. 4, услове 2) не разумфется 
само собой, а должно быть явно выражено. 


Но въ т5хь подстановкахъ, съ которыми намъ придется имфть дфло, 
р = = 1, а каждому значению (0 отвБчаетъ противоположное значене 0. 
Услов!е 2) для нашихъ подстановокъ будетъ поэтому всегда 
ВЫПОЛНЯТЬСЯ. 


Въ виду опрелфленя обратной подстановки изъ услошя 2)8) вы- 
текаетъ: 


Каждая группа содержитъ тождественную подстановку ./. 


Часть подстановокъ группы © можеть иногда и сама по себЪ 
составлять группу; такая часть называется „дЪлителемъ“ группы, или 
ея „подгруппой“. 


7. Какь на основное различе по сравненю съ группой перестано- 
вокъ, укажемъ, что группа подстановокъ можетъ содержать без- 
численное множество полстановокъ. 


Сообразно этому мы будемъ различать безконечныя группы, 
состояц!я изъ безконечнаго числа подстановокъ, и конечныя, 
содержащ!я ограниченное число ихъ. 

Намъ придется встрфчать примфры тЪхъ и другихъ группъ. 


Если группа (конечная или безконечная) обладаеть тЪмъ свойствомъ, 
что для любыхъ двухъ ея подстановокъ справедливъ законъ перем$- 
стительный, такъ что всегда 


Я, => о 
то она называется „Абелевой“ или „перемфстительной“ группой. 


8. Если группа конечна, то число различныхъ подстано- 
вокъ, входящихъ въ ея составъ, называется порядкомъ группы. 

Кь конечнымъ группамъ подстановокъ примфнимы всф выводы 
$ 52-го тома 1. Въ частности: 


Каждой подстановкЪ 5 отвфчаетъ нфкоторый паименьпший 
показатель $, при которомъ 


ВА (6) 


это число $ называется „порядкомъ“ подстановки 5. 


8) Въ связи, конечно, съ условемъ 1). 
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Группа называется „инволюторной“, если она содержитъ исклю- 
чительно подстановки второго порядка; такая группа будетъ всегда пере- 
мЪстительной 9). 


Если въ конечной групп > порядка © содержится под- 


группа $ порядка [, то р есть дЪлитель числа г. 

9. Если изъ трехъ подстановокъ 3, 5» ©, конечной или 
безконечной группы < даны как!я- о двЪ, то онЪ всегда 
однозначно опредфляютъ третью группу такимъ образомъ, что 


а, (7) 


Если неизвфстной является, напримфръ, подстановка 5,» то мы со- 
ставимъ подстановку 


о 
въ силу же п. 5-го отсюда ее 
Пе то 
В о 
Аналогично, если неизвЪстна подстановка о мы найдемъ: 
$. =55.1 
раю 
10. Обратимся теперь къ прим$нешямъ всфхъ этихь соображенй 
кь сферической тригонометри. 
Сначала мы разсмотримъ нфкоторыя групны перестановокъ. 


Разсмотримъ сначала полярное преобразован{е. Мы можемъ его 
представить въ видф группы 3}, 2-го порядка, состоящей изъ субститущй"): 


Р- (° с ва. Рё), 


овВрафбс 


*) ДЬйствительно, пусть $ и 5’ будуть произвольныя дв подстановки инво- 
люторной группы; тогда 55" также будеть подстановка группы и 
(55') (55') =] 
ВслЬдстНе закона сочетательнаго 
5(5'5)5'=]. 


Поэтому 
5[5(5'5)5'] 5'=55", 
Опять въ силу закона сочетательнаго 
(55) (5'5) (5'5') =55', 
а потому 
5'5=55'. 

0) Мы сохраняемъ принятый въ первомъ томЪ (стр. 179 и прим. 3) терминъ 
„субститущя“, когда рЪчь идеть о перестановлен!и элементовъ, о переход оть одной 
перестановки элементовъ (которые могуть быть даже не числами, а какими угодно 
предметами) къ другой. Когда же рфчь идетъ о замфщени въ формулЪ одного 


перем$ннаго другимъ, аналитически отъ него зависящимъ, мы употребляемъ тер- 
минЪъ „подстановка“. 
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Сообразно этому мы можемъ сказать: 


Совокупносгь формулъ сферической тригонометр!и инва- 
р!антна относительно группы %,, т.е. онф сохраняются, когда 
мы примфняемъ къ нимъ субституц!и этой группы. 


Далфе, циклическ!я нерем5щен!я также образуютъ группу 3-го 
порядка 6.. Если мы обозначимъ двойной циклъ 


[ рсев 7) = (помо > 


бсарой 
черезъ (7, то группа 6. состоитъ изъ подстановокъ 
о БЕЛ 


По отношен!ио къ групп$ 6. формулы сферической триго- 
нометр!и также остаются инвар!антными. 

Но группа ©. представляеть собой только дфлитель группы всЪхЪъ 
перестановокъь трехъ паръ величинъ (а, @), (Ф, 3), (с, 7). Относительно 
этой группы 6-го порядка наша система формулъ также инварлантна, 
хотя этимъ ея свойствомъ мы не пользовались. 


11. Мы обращаемся теперь къ собственнымъ группамъ подста- 
новокъ. До сихь поръ мы разсматривали слЪдуюция подстановки: 


1} Подстановки АГ системы 9 ($8 46, 2); 

2) подстановки № и №’ системы % и \" ($8 46, 3); 

3) подстановки, которыя получаются путемъ составленя „произво- 
дящихь“ подстановокъ А, А., Аз, Е,, Е», Е. въ произвольныхь 


комбинашяхъ; совокупность этихъ послфднихь подстановокь мы 
будемь впредь обозначать черезъ @. 


Въ виду того, что было изложено въ п.п. Ти 2 6 48-го, мы мо- 
жемъ представить самую общую подстановку системы ( въ видЪ: 


ВЕБЕ Е“, М 


(21, га, 68; 8, №, 8 = 0, 1). 


Согласно опредфленйю п. 6. мы можемъ теперь сказать: 
Каждая изъ системъ 5% 9%, © представляетъ собой безко- 
нечную группу. 


Напротивъ, система 9% не представляеть собой группы въ смысл$ 
опредфлешя, даннаго въ п. 6. Если мы, однако, обозначимъ черезъ №* 
какую-либо одну изъ подстановокъ 9%’, то система 3% можетъ быть 


= 


109 $ 49 


представлена въ видф А” и). Такую систему %", по Веберу *), принято 
называть „согруппой“ относительно группы %; вмЪстЪ съ тфмъ пишутъ: 


= Мм. 


Если мы примфнимъ эти группы кь опредфленному „исходному 
тгреугольнику“, то 
группа У дасть совокупность всБхъ  собственныхъ и несобствен- 


НЫХЪ треугольниковъ, которые принадлежатъ къ одному типу съ исход- 
НЫМЪ треугольникомъ; 


группа % дастъ совокупность всЪхъ треугольниковъ, эквивалентныхъ 
исходному; 


согруппа 9 дастъ всЪ треугольники, принадлежаице тому же типу, 
что и исходный треугольникъ, но не эквивалентные съ НИМЪ; 


группа @ дастъ совокупность всфхъ собственныхь или несобствен- 
ныхъ родственныхъ между собой треугольниковъ, смотря по тому, бу- 
деть ли исходный треугольникъ собственнымь или несобственнымъ. 


Если исходный треугольникъ былъ собственный и мы обозначимъ 
черезь №’ опредфленную подстановку системы Х', то можно сказать: 

Группа ($ и ея согруипа @М№’ охватывають совокупность 
всфхъ родственныхъ треугольниковъ; и именно группа @ охва- 


тываетъ собственные, согруппа Л” — несобственные треуголь- 
НИКИ. 


12. Какъ геометрически, такъ и аналитически совершенно ясно, что: 


%\ содержится въ $, 
О р: ‚ У’ 
а. Е 


Сообразно этому грунпы и 9% имфють „общимъ д%ли- 
телемъ“ группу 3, а системы © \"’ и 9 согруппу 9. 


Выражаясь болЪфе геометрически: 


Группы @ и 9% имфютъ своимъ „пересфчешемъ“ группу 5%, 
системы №’ и 9 согруппу %". 


1) Подробнфе: если мы составимъ подстановку №’ послфдовательно съ каждой 
подстановкой группы %, то мы получийъ всЪ подстановки %*. 
*) Н. \МеБег, „ГевгБисН аег АпвеБга“, 2. Аий., Вгапизснуее, 1899. Ва. П., 


$ 1, И. - В»ь этомъ сочинеши теоря конечныхь группъ разработана въ нанбол$е 
общемъ видЪ. 
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13. Эти результаты выигрываютъ въ изяществЪ, если мы разсма- 
триваемъ эквивалентные треугольники, не какъ различные, а какъ 
тождественные, — выражаясь аналитически, если смотримъ на подстановки 
М№ группы 9%, какъ на равносильныя тождественной подстановкЪ ($ 48, 5). 


Безконечная группа @ переходить тогда въ конечную 
группу @,;., состоящую изъ 64 подстановокъ, которыя вс со- 
держатся въ форм: 


вы алия С С 8 2 2 
ЕЕ Е. 
(1, 6, Сз; 81, 8, 8; = 0, 1). 

Если мы примЪнимъ группу @,. къ какому-либо треугольнику н$ко- 
тораго рода, то мы получимъ 64 „представителя этого рода“, которые 
булуть собственными или несобственными, смотря по тому, былъ ли 
исходный треугольникъ собственнымь или несобственнымъ; изъ нихъ 


уже легко получить посредствомъ подстановокь % и 9’ всЪ родственные 
треугольники (ср. 5 48, 7). 


Выражаясь аналитически: 
© -©,,.7, ©@№ =... (8) 


Можно легко составить подгруппы этой группы ®,., порядки ко- 
торыхъ, согласно п. 8, должны быть дфлителями числа 64. 


Пусть г, Ё, [ будутъ числа 1, 2, 3 въ любой послфдовательности; 
положимъ: 


ЕВ, = Рь Е.Е, —А,, ] 


4 ‚в (9) 
К та Е Е_Е: = Т; 


тогда мы получимъ слфлующия замфчательныя подгруппы 4 порядка: 


Ш О, 1). и) (©,), 
5, А, А, / (6.), 
а Лт = 0% 
ео Р.Х и 
Геометрическое значене этихъ группъ легко усмотрфть. 
Замфчательно, что все это инволюторныя группы (п. 8). 


Самыя подстановки А,, А., №., /, какъ и полярныя относительно 


нихъ подстановки, не образуютъ группы; это легко уяснить себЪ также 
геометрически. 


М $ 49 


14. Изъ п.п. Ти 26 48 слБдуеть: 


П,Т-Е, АТ-ЬЕ, (10) 
о. 


Такъ какъ подстановокъ О,, А,, Т, Т достаточно, чтобы составить 
всБ подстановки Ё, и Е, то ими можно воспользоваться въ качествЪ 


образующихъ; въ примфнени къ группЪ ©) это имфетъ слфдующее значене: 


Группа (© есть совокупность всфхъ подстановокъ, которыя 
можно получить, неограниченно повторяя подстановки 


р А Ч И. 
Если мы отождествляемъ эквивалентность съ тождествомъ, то 


мы вновь получаемъ группу @.. 


Съ точки зрфн1я теорЁи группъ этимъ образующимь подста- 
новкамъ слфдуеть дат’, прелпочтеше передъ тЬми, которыми мы пользова- 
лись раньше, какъ такъ онф сами образуютъ группу. Дал5е легко видЗть: 


Составленныя изъ подстановокъ РВ; и А, группы @, и 6,' 
образуютъ группу ©, которая также представляетъ собой 
подгруппу группы @©},; составляя подстановки группъ щи %,, 
мы получаемъ всю группу @}.. 


15. Въ вид послёлняго приложены теори группъ мы дадимъ 
обоснован!е правила Непера ($ 43, 9) *). 


Мы познакомились выше съ этимъ правиломъ, какъ чисто эмпири- 
ческой сводкой формулъ прямоугольнаго треугольника. Но уже Неперъ 
(1614) и, въ особенности, Ламбертъ **) искали болфе глубокихъ осно- 
ванйй этого правила; „доказательство Ламберта (1765) неявно поль- 
зуется понятщемъ группы“ “**). 

Если мы построимъ полюсы /ЁГ и Р (фиг. 43) катета а и гипоте- 
нузы с прямоугольнаго сферическаго треугольника „/В( и черезъ эти 


*) См. Рипа въ журнал „МИейипоеп 4. та. ОезеЙзспай т НашьБиго“. 
Ва. Ш, № 4, 1897; также Епбе! ипа З4асКе|, „ОтКипаеп гиг СезсшсШе аег иющенКкН- 
Ч15сНеп Сеошее“. Геарас, 1899, Ва. 1, р. 150 ина 396. Саизз, Маке, П, р. 401 Я 


**) Ламбертъ (1оНапп Нешись ЕашБе!) былъ извфстенъ, не только какъ 
выдающийся математикъ, но и какъ философь. Онъ родился въ МюльгаузенЪ въ 
Эльзасф въ 1728 г. и умерь вь 1877 г. онъ быль членомъ Академи и имъль 
зван!е „ОБетБаигай“. 


**) у. Вгациишй В, „СезссШе 4ег Тивопошее“, |, р. 131. 
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двЪ точки проведемъ четвертую окружность большого круга, то, обозна- 
чая вершину 4 также черезъ В’, получимъ прямоугольный треугольникъ 
Л’В’С’, элементы котораго связаны 
съ элементами первоначальнаго тре- 
угоьлника уравненями: 


№ т да 
и и. 
Я я 
Ь == 2 8, Их == [2 
‚ п г пл 
о. И = 5 


Каждому прямоугольному сфери- 
ческому треугольнику съ прямымъ 
угломъ у соотвЪтствуетъ, такимъ 


образомъ, другой треугольникъ А’В’С’, который связанъ съ нимъ под- 
становкой: 


Фиг. 43. 


о 2 2 


Замфняя у его значешемъ л/2, мы можемъ написать эту подстановку 
въ вид цикла (ср. т. Ь 8 51): 


п л 
И — (“ :- мы р, в) 


Это ЦИКЛЪ 5 порядка, такь что подстановки 
А 2? АЗ 2 8 = 


образують группу перестановокъ 4, 5-го порядка. Въ качествЪ 
„образующей“ этой группы можно взять любую изъ ея подстановокъ. 
Если возьмемь для этой цфли {2 и положимъ „4? = В, такь что 


то группа п, состоить изъ подстановокъ: 
Г о. 9. У. (3) 


Элементы, которые входятъ въ субститущи (3) (это т же, которые 
мы выше на стр. 76 расположили по окружности), называются „круго- 
выми элементами“. 
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Геометрическая интерпретащя этой группы п, приводить къ слф- 
дующему предложенио: 


Каждому прямоугольному треугольнику съ прямымъ 
угломъ ) соотвЪтствуютъ еще 4 другихъ, которые получаются 
изъ него повторнымъь замфщен1емъ „круговыхъ элементов“, 
содержащихся въ подстановкахъ (5). 


Каждое соотношен!е между круговыми элементами оста- 
ется инвар!антнымъ относительно этихъ замфщен{й. 


Но два изъ такого рода соотношенй вытекаютъ непосредственно 
изъ теоремы косинусовъ, именно: 


со | [8 Ш | | 
$с — эт (0 а}. 3 о В], 
с05с = сора . совр. 


Примфняя наше предложеше къ этимъ формуламъ, мы непосред- 
ственно получаемъь правило Непера. 


$ 50. Формулы Льюилье-Серре. 


1. Изъ первой формулы Деламбра (стр. 80 (Ш, а)) почленнымъь 
сложешемъ и вычиташемъ получаемъ: 


вгу а Ь 

за ' Е Ш с0$ 0с05 
2 2 2 

ву [ к 
Мг о ыы С " 
эп о -- эп 5 с05 5 -{ 0со3з : 

ГДЪ 

рее | собственныхъ 


о | я треугольниковъ. 


] несобственныхь 


Примфняя теорему сложен, получаемъ: 


Г / 7, о 
Е ый Вы. Ре - р 


4 4 4 | 4 
ГА. м и 
вов? пя с Реоа СЕ р 


Произволя соотвфтствуюция преобразованя налъ остальными фор- 


мулами Деламбра и вводя обозначены, содержащяся въ уравненяхъ (4) 
$ 42-го, мы получаемъ: 


Веберъ, Энциклоп. элемент. геометрит. 
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первую систему формулъ Льюилье-Серре *). 


о, б и.о б б. У в № 
че °6 о (1 Эа 23 2 у ен 
5 Бо > со со, в 5 
(Н,) Е Е 
0% Доме ор, $1 0 в Зо, 91 
[& 5 св 5 (сы 5 ю ") фе 5 ю в = (& 5 2 н] 
Фи $ 5 \0 о в 5 $. \0 
{> Оф "(1 о > Е Зи 1 
и Вов Во > 18 соЕ-ь = со 8 
2 (Н) 
[0] Ге $ $. \0 0 5 5. \0 
{0 к" = ( {еб це 2 Нло оц 22 
[косые ыы Вово- о 
0, б 52 \0 $ у. \ о 
я и о 1 В — 1 ъ} 
м 2 Во (кк ое 
37 } Те С 
м бо 03 ( 5%, 53° бд. @ 5 $3 \9 
во сою 8 = [сою о Вю 2 — [ юб-3 
[2 бо вов) Бо (вкз) 


Нельзя не указать, что въ системЪ (Н) формулы имфють для соб- 
ственныхь и несобственныхъ треугольниковъ существенно различное 
строен1е; именно, вмфсто тангенсовъ оть 5, появляются котангенсы и 
обратно (см. подстрочное прим5чаше на стр. 84). 

2. Формулы (Н) могуть быть сведены въ одну. Именно, изъ уравне- 
ый (Н,), или (Н,), или (Н.) находимъ: 


3 8 
Пе? - (Пе м э 


= з—=0 


ДалЪе получаемъ: 
0:, Ок и | 
7— ы 2] = 12 
ит т вы *) М (2) 
оо №) 
Если мы выберемъ 1 = #, то, въ виду соотношенй (2). мы можемъ 
опредфлить знакъ корня тЬмъ, что положимъ 


и 5 [ 5 - М (3) 
(=0, 1, 2, 3). 


Если подставимъ сюда значене А] изъ уравненй (1), то мы получимъ 
эквивалентную первой 


*) З1топ Е’НиШег жилъ 1750 — 1840 г.; былъ профессоромъ математики 
въ ЖеневЪ. — 1. А. Зеггеф 1819—1885, былъ профессоромъ въ СоЦёве 4е Ргапсе 
и членомъ Парижской Академи. 


о к а 


г 
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вторую систему формулъ Льюилье-Серре: 


(в ы У и (УП: ый (м) 


7 —=0 
о, 1, 2, 3) 

Знакъ корня здЪфсь, еслественно, не находится ни въ какой связи 
съ подразл$лешемъ треугольниковь на собственные и несобственные. 
Для Эйлеровыхъ треугольниковъ корень постоянно имЪетъ 
здфсь положительное значен{е. 

Формулы (ГМ) дають возможность многообразно опредфлять углы 
по даннымъ сторонамъ и обратно. Объ этомъ подробнфе въ отдЬлЪ Ш. 

3. Къ истор!и формулъ Льюилье-Серре *). Льюилье принал- 
лежитъ формула, которая получается, если въ уравненяхъ (М) положить 
о=-+1Т и 1=0; случаи же о =-+- 1, 1=1, 2, 3 были впервые даны 
Серре въ его „ТгаЙйё де Тиропотете“. Чрезвычайно изящная сводка (ТУ) 
формуль Льюилье-Серре принадлежать Стюди (1. с.,р. 130), который, 
впрочемъ, разработалъ только случай о = +1. Полная симметря фор- 
муль (ГМ) относительно индексовь 1 = 0, 1, 2, 3 обусловливается тЪмъ 
обстоятельствомъ, что Стюди обозначаетъ черезъ 25% не сумму а Ь- с, 
какь это лфлаютъ обыкновенно, а 2л — (ас), и соотв$тственно 
черезъ о, обозначаеть 2л (а Е ВУ). 

Выводъ формуль Льюилье-Серре изъ формуль Деламбра по- 
членнымь сложеншемъ и вычитанемъ, по Браунмюлю, принадлежить 
Лобатто (ГоБафо). 

4. Формула (1) приводить къ очень простому доказательству пред- 
ложен!я, доказаннаго уже вь 6$ 45, что въ трехъ системахь Деламбра 
(Ш») (Е =1, 2, 3) коэффищенть о всегда одновременно равень +1 или 

1. Въ самомъ дЬлЪ, каждой систем (И) соотвфтствуетъ система (Н,); 
далЪе, какь мы уже упоминали, изъ каждой системы (Н,) можетъ быть 
выведена формула (1); если мы поэтому обозначимъ значене о, отвф- 
чающее систем (Ш,), р о, то 


Пе* - 


„ —=© 


| 


откула непосредственно слфлуеть: 
Ва = Ч = 


*) у. Вгаипша |, ОСезсШсШе аег Тиоопотеве, П, стр. 195 и сл. 
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О. Прикладная сферическая тригонометрия. 


$ 51. Вспомогательныя предложен я, касаюцйяся точности три- 
гонометрическихъ вычислений. — ‚Формулы перехода“. 


1. Если до сихь поръ у насъ на первомъ план стояли вопросы 
теоретичесве, то теперь мы обратимся къ вопросамъ практическимъ *). 
По ланнымъ элементамъ треугольника мы булемъ вычислять остальные; 
для практики при этомъ, въ первую очередь, выступаютъ лвЪ стороны 
лЪла: 

а) удобство логариемическихъ вычисленй; 


Ь) возможная точность вычисленя. 


2. Чтобы удовлетворить требованю а), мы будемъ всегда стараться 
замфнять въ нашихъ формулахъ суммы и разности произведенями. Тамъ, 
глЪ этого непосредственно сдфлать нельзя, мы будемъ пользоваться вепо- 
могательными углами. 


3. На второмъ требовати нужно остановиться н®сколько подробн%е. 
Такь какъ мы вынуждены вести вычисленя съ опредфленнымъ ограни- 
ченнымъ числомъ десятичныхъ знаковъ, то тригонометрическая функшя 
будеть всегда давать т6мъ болфе „точные“ результаты, чЪмъь быстрЪе ея 
„ходь“, т. е. чфмь большее значеше имЪфетъ (положительное или отри- 
цательное) наращене функщи при томъ же маломъ наращени д угла. 

Чтобы судить о пригодности тригонометрическихъ функщи въ этомъ 
отношени, мы обратимся къ $ 118 тома 1. Приведенныя тамъ формулы 
въ первомъ приближени лаютъ: 


^? 

созх = 1 5’ д 
а 32 

эШх =хХ пх(1-^ 5 


Эти формулы тфмъ точнфе, ч6мъ меньше х. Изъ нихь мы усматри- 
ваемъ, что для значеШй х, близкихъ къ нулю, -для которыхь, слфлова- 
тельно, х? мало по сравненйю съ х, —косинусъ сохраняетъ почти постоянное 
значене, близкое къ 1, и потому непригоденъ для вычисленй; напро- 
тивъ, синусъ почти пропоршоналенъ углу и, слЪдовательно, очень приго- 


*) Лицамъ, желающимъ ближе познакомиться съ практикой тригонометрии, 
получить свЪдфня о цфлесообразномъ расположени вычисленй, о преимуществЪ 
тьхъ или иныхъ методовъ вычисленя и т. д. мы можемъ рекомендовать весьма 
содержательную книгу: Нашшег, „РеНгБисн Чег еБепеп ип зрНАйзсНеп Тизопо- 
теёче“. Звюаг. 1897. Изь болЪе старыхъ сочиненй слфдуеть указать книгу 
Зеггеф „Тгайе ае Тивопошёше“. 
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денъ для вычисленя. Если примемъ во внимане, что зтх = соз (7/2 —х), 
то вблизи значеня л 2, обратно, синусъ неудобенъ, а косинусъ удобенъ 
для вычисленЯя. 

Пусть, далфе, д будетъ величина, настолько малая, что ея квалратомъ 
0? можно пренебречь по сравненю съ д *); мы можемъ тогда положить 
с050 —=Ти пд = 0. Если мы теперь дадимъ перем5нному х наращене 9, 
то для соотвфтственныхь наращенй функщй зшл и созх, которыя мы 
обозначимъ черезь Азшх и А созлх, получаются значеня: 


Азшх = зт(х-- 0) — зшх = зшх с0з0 | созхзшд — эшх = 0с08%, 
Дсозх = соз(х | 0) — созх = с0$хс0$0д — зшхзшо — созх = - озшх. 


Лля хола функши С мы получаемъ: 


С (зтх) = них = 
Д соз ©) 
(С (созх) = = = эх. | 


Ограничиваясь сначала первымъ квадрантомъ и имфя въ виду, что 
насъ интересуеть только абсолютная величина хода, мы находимъ: 
} г л 
1С (эт^х) >| С (созх)|, коль скоро созх >> этх, т.е. отъ х = 0 до х = 4’ 
РЕ } л л 
(+(созх) >С (5тх)|. коль скоро зтлх > созх т.е. отъ х = д х=-. 
Такъ какъ по абсолютной величинф т же значешя повторяются во 
второмъ квадрантЪ, то мы можемъ, пользуясь градусной мфрой угловъ, 
формулировать все это слБдлующимъ образомъ: 


Синусъ даетъ болфе точные результаты, нежели косинусъ, 
въ интервалахъ отъ 0° до 45° и отъ 135 до 1807. Напротивъ, 
косинусъ даетъ боле точные результаты въ интервал отъ 
45° до 1359. 


Вблизи 0° и 180° косинусъ, а вблизи 90° синусъ даютъ 
практически неприголные результаты. 


4. Что касается тангенсовъ и котангенсовъ, то нужно замфтить 
прежде всего, что эти функщи, какъ взаимно обратныя величины, дають 
одну иту же точность. Такъ какъ, далЪе, 20 =0и 310 —=0, а, кромЪ 
того, согласно 5 35, 1, 

та < ва, соза < сва, 


*) При пятизначныхъ логариемахъ, напримЪръ, это имфло бы мЪ$сто, если бы 
не превышало 20”. Само собой разумФется, что 9 должно быть здЪсь выражено 
въ дуговой мЪрЪ, а не въ градусахъ. 
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то ходъ тангенса больше, нежели холъ синуса, ходъ котангенса больше, 
нежели ходъ косинуса. Поэтому: 


Тангенсомъ и котангенсомъ уголъ всегда опред$ляется 
точн$е, нежели синусомъ и косинусомъ. 


Изъ уравненвй (2) $ 118-го [ тома: 


т п: (3) 
а=о @ о=0 @ 
слЪлуетъ: 

Весьма близко къ 0° и къ 180° уголъ приблизительно оди- 
наково хорошо опредфляется какъ синусомъ, такъ и тангенсомъ 
(или котангенсомъ); весьма же близко къ 90° уголъ одинаково 
хорошо опредфляется косинусомъ или тангенсомъ (котан- 


генсомъ). 

Чтобы убЪлиться въ справедливости высказанныхъ здфсь предло- 
женй, достаточно заглянуть въ тригонометрическя таблицы. 

Въ какой мЪрЪ отражаются на результатахь ошибки наблюдений, 
это палаеть за предБлы нашихъ изслЪдованйй. 


5. Такь какъ на практикЪ никогда не приходится имфть дфло съ 
треугольниками, стороны и углы которыхъ больше л, и такъ какъ старыя 
Эйлеровы обозначеня угловъ, по 
своей наглядности, удобнЪе (65 38, 6), 
то мы установимъ теперь сл5лующее 
соглашене: 


@ 


Треугольники, которые мы 
впредь будемъ разсматривать, 
будутъ „обыкновенные“, т.е. Эй- 
леровы треугольники въ Эйлеро- 

В вомъ обозначен (фиг. 44). 


ДалЪе въ этомъ отдЁлЪ мы 
будемъ измфрять стороны и 
С углы не дуговой, а гралусной 
Фиг. 44. 
мЪрой. 


Такь какъ углы и стороны треугольника теперь не превышають 
1809, то они 
однозначно опредЪфляются косинусомъ, тангенсомъ, ко- 
тангенсомъ, и двузначно синусомь. 


Однако, и синусомъ часто можно пользоваться, благоларя предло- 
жен1ямъ объ Эйлеровомъ треугольник, которыя мы привели въ 
$ 36, 7; намъ придется зд$сь часто ими пользоваться. 
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6. Отм$Ъчая теперь въ отлише отъ прежняго (Меб1усова) обозна- 
чен!я принятое сейчасъ „обыкновенное“ значками вверху, мы введемъ 
нижеслБлуюция сокращеня, которыхъ будемъ придерживаться во 
всемъ этомъ отдфлЪ (углы выражены въ градусахъ): 


2% = Фо, 20% = ВУ, 
2 а ИС, ро ор, 
о м о ВУ, (4) 
255’ = а мыс, 20, = о В’ 7 у, 
Ежа ВУ 180°. 
Это ласть слБлуюшЯ „формулы для перехода“ отъ Мёб1усо- 
выхъ обозначешй къ „обыкновеннымъ“: 


ПИ, а = 180° с’, 

и. В = 1808 — [', 

= } = 180° — у, 
25 = 360° —25', 20 =90,— 180° =, (5) 
в 25, 20; = 180° — 20, =29' — в, 
РК, 20. = 180° —20,' = 28’ — в, 
ой 20, = 180° — 20,’ = 29’ — в. 


Когда перехолъ къ „обыкновенной“ систем формулъ при помощи 
соотношенй (5) уже произведенъ, мы можемъ значки вверху снова 
опустить. 


$ 52. Ршене прямоугольныхъ сферическихъ треугольниковъ. 


1. Пусть у = 90” фиг. 45; тогда имЪють мЪсто сведенныя уже на 
стр. 76 и объединенныя Неперовымъ правиломъ формулы (9*) — (14*) 


с03с = с03а созр. (1) С 
с0зс = сова сор В. (2) 
В 
соза = р созв = = . (3) 
шр зта 
эта эшй 
ша = — шв = . (4 
— этй ее (4) 
1 
с0$@ = в созВ = 54. (5) 
ета 2с 
а = 
ва 2 ==. (6) 
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2. Первый случай: Даны а, 6; требуется опрелФлить а, В, с. 
сора = сова тр, 
. (6) 
со = софр ша. 
с05с = соза созр. (1) 
Если а, Вр или с имфетъ значене, близкое къ 0°, то формула (1) 
не годится; тогда пользуются формулой: 


ес = = ——. (5) 


Въ этомъ случаЪ всегда получается вещественное и однозначное рЬшенге. 


3. Второй случай: Даны а, с; требуется опредфлить В, а, В. 


= ——. 1 
ое со5@ () 
. зта 
НИЕ (4) 
созВ = т (5) 
ес 


Рьшене однозначно; вь самомъ дфлф, когда найдена сторона БВ, 
то изъ лвухъ значений, отв5чающихъ данному значемю эта, нужно 
выбрать то, которое соотвфтствуеть теоремЪ, что противъ большаго угла 
лежить большая сторона ($ 36, 7). 

Услове вещественности рышеня: созс < соза. 


4. Трей случай: Даны а, а; требуется опредфлить ре 8 


этр = ва - со а. (6) 
эш с = а ь (4; 
эта 
: с05 а 
вр со а @ 


Услов1я вещественности рфшеня: 

1) зта= эта. 

2} ваи №юа должны имфть одновременно положительныя 
или отрицательныя значеня, такъ какь иначе мы получили бы 
отрицательное значене для тр. Переволя это на геоме- 
тричесмй языкъ: 4 и а должны быть либо одновременно 
острыми, либо одновременно тупыми углами (въ предфль- 
номъ случав они могутъ быть оба прямыми). 


м 


фылиия . пщисяй _ поаалочьины = нон БЫ 
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Ршене получится вообще двузначное, за исключешемъ только 
того случая, когда 4 = а; если а< а, то мы получимь два смежныхъ 
треугольника (фиг. 46). 

Уравненя дають, собственно, по два значеня для всфхь трехъ 
искомыхъ величинъ р, с, 9. Но если Би 180 -р суть два значеня пер- 
вой изъ искомыхъ величинъ, то въ виду 
соотношенй (6) и (1) значению р отв%- 
чаютъ вполнф опредфленныя значеня 
Ви с; значеню 180 — | тогла отвЪ- 
чають 180 — Ви 180 с. 

Въ случаь а=а мы получаемь 
одинъ двупрямоугольный треугольникъ. 


5. Четвертый случай: Даны а, В; требуется опрелфлить р, с, а. 


Фиг. 46. 


2 р = эта р. (6) 
сос = со а созр. (5) 
с05а = соза зтр. (3) 


Ршеня всегда вещественныя и однозначныя. 
Если уголъ @ близокъ къ 0°, то для опредфленм с нужно восполь- 
зоваться формулой: 


эта 
эта = т (4) 
6. Пятый случай: Даны с, а: требуется найти а, р, р. 
$ша = эшс эта. (4) 
2В — юссоза. (5) 
сов В = созс ва. (2) 


Рьшене олнозначно; изъ двухъ значенй, которыя получаются 
для стороны а, нужно выбрать то, которое отвфчаетъь предложен!ю 5 36, 7. 
Если сторона 4 имфетъ значене, близкое къ 90°, то нужно вычислить 
сначала р и В, а затфмъ опредфлить сторону 4 по формулЪ 


#2а = вссозВ, 15) 
или же 
с0$с 
05а = о (1) 


7. Щестой случай: Даны а, 8; требуется найти д, т. 


воза = =—>, сор =". 3 
эт В та 0 
с0$с = сова . союр. (2) 
Услов!е вещественности: 
со5а 
= = |. 
— ШВ — ть 


Если это услоше удовлетворено, то ршене однозначно. 
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$ 53. „Обыкновенныя“ формулы косоугольнаго треугольника. 


Въ настоящемъ параграфЪ формулы прежнихь отдфловъ, важныя 
для рЬшеня треугольниковъ, приводятся къ „обыкновенному“ вилу при 
помощи формулъ перехола (5) на стр. 119. Легко усмотрфть, что всф 
появляюнцеся здфсь раликалы нужно взять съ положительнымъ знакомъ; 
для этого приходится только иногда пользоваться предложенями, касаю- 
щимися суммы угловъ треугольника и изложенными въ 65 36, 7. Во всБхъ 
формулахъ второго порядка нужно, конечно, положить о == + 1. 


Теорема синусовъ (5 42, Пи (5)): 


та _ зтр зшсе ПВ 


зта зв эту А’ 


В = зтфтсзта = зтс эта зтВ = зта эзтр зту 


= И 4 ту 9пту, $1155 8 $, (Г) 
+ 
АД = зтВ этузта = зтузта зар = зта эт эшс 
— У 4 $то, то, зто, $ оз. 
+ 
Теоремы косинусовъ ($ 41, Ги Г): 


соза = созр созс Е зтр тс соза, 


созр = созс соза -- зтс эта созВ, (п) 
с0$С = с0за созр -- эта зтьсозу. 
с05@ = — созВсозу -- зтВзту соза, 
созв = — с037 соза  зту зта созв, (о 
с05у = — с0засозВ - зша эт В со$с. 


Затьмъ слфлують формулы (1), (1’), (2), (2’) $ 43-го: 


эта созВ = созр тс — 5трсо$с соза, 
та созу = созсэть — зтссозр соза; 


зтфсозу = созс та — эс соза созВ, 


эт с0$@ = созазшс — эта со$с созр; (У) 
эс с05а = созазтр — эта созр созу, 
тс соз В = созрзша — этр сова созу. 
эта с0зс = созу зтВ -- эту с0$ В с0$а; 
$тВ с0$с = созу эта - эту созасозр, (м) 


эт в соз4 = созазту -- эта созу сор; 
эту с054 = соза зтр -- зта соз В со$с, 


| 
| 
эта соз р = со5В эту +- $18 с0$7 соза, | 
| 
| 
ту созр = созйзта = $тй со$а созс. ] 


оси 


& 
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эта сое = союрэтс 
зита совту = совесть 
шв со = сос та 
тв сора = сова зтс 
эту сова = совать 
эту сою В = сою р та 


с0$сс0за, 
с05рсоза; 


созасозр, 
с0$Сс0$0; 


с0$В созу, 
с0$ а с057. 


эта сое р = сою В эту -- созу с05а, 
эта сос = совузшВ - созВсоза; 


эшр сос = соку зта -| соза сор, 
зтр сое а = сока эту - созу с0$6; 


эшс сова = софазт | -Ё со$В со$с, 
тс сое р = сор В эта -- с0$4 с0$с. 


Неперовы аналог1и (стр. 73 (6)): 
ре ее 55 
и“ Е ео 7 
ю а соз" >“ 7 > й эт 2 
в р Е сов?“ | г й 5 > 
вю и ы сз" 2 © 2 — р й чи? 
ые соб НР ет 
ю — 289 5 й ее = 7 | эт р = 
сов ю. Е с05 ЕЕ со о к" $11 р Е Е 
в с" ы- пы 
о ое ное 
© = с05 =. + 9 5 .. $ Я о р 
сов ы с05— о со р м ши р 


| 
| 
| 
| 
| 


— 
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Формулы Деламбра (стр. 


‚ Вс же 
Я у м вый 
Уп © р $ — | 
2 
$Ш Е и со 
$1 — Уп ь 
„а-ь а — В 
5 5 й с05 5 
эт 5 п 7. 
р-Нс ВУ 
с05 р Е: с0$ >) 
с05 Е. Е $1 ке. | 
2 2 
са у@ 
608—5 ” 05 5 
с05 о эт . 
со . р в соз® = 
с05 5 п 2 


Если положимъ для сокращеня: 


$11 51 $1 $, $1 $ й 
3155 9? 
-- 


124 
Ш): 
‚с о В-У 
эт РЕ. _ $1 ^ т 
Уп а — 05 29 
2 Я 
УП Е —— 
р т 
Е. вы = 
В ‚ав 
$1 5 Вы 
ш_2 У 
т с0$ 5 
Б—с _ В-+У 
с0$ 5 ыы 5 
08-0 соз | 
2 
Я : а 
с05 5 Вы. 
со сов? 
а-рВ _@-ЪИ 
с05 5 в м 
соз-5. со 7 


0501 ©0506, с0503 _ 
— с0$0, 


-- 


то формулы (1), (1”) и (2) 5 45-го даютьъ: 


31155 $15. м 
$ — с 
эшр тс 
№ 


8 $1153 51 51 В 
$1 > = Ь; 608 
р я этсзта 2 


-- 
27 з/ч, . й 
а ПА этазшр * 59° 2 
-- 


550 ШУ, ту 
зтрэшс ' 
+ 


$$, 5,5 52 
= и; в 
это эта 
-- 
5$ 50 5153 . 
о = , + 
зтазть 


-- 


х, 
5: > 
ее $115; 
В [о 
2 ШУ 
д. 
Ра $1153 


я 


жд \ 


$ 
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-_ @ с0$ 0% ©0501 а - /с030, с0$0, а 6050, | 
= = р ; С08= = Е о з 
52 зшр ти °, 2 тр зшу 2 Е: 
-Н 


-- 
ый 050, С0$0. Ь с030. С050 р с030. 
п 82 з 1 2 1 
= — - - ; с05 о р $ (ХО 
2 эту зша 2 эту за 2 и { 
- -- 
ие с030% С0$ 0 @ с0501 С050; с 5050 
эт — = о; 608-12; = *. 
2 эта зшр. р зта зтйВ 2 и | 
+ + 


Формула Люилье получается изъ соотношенй (ГМ) $ 50-го, если 
положимъ 0 = -- 1, 1 =0 и воспользуемся вторымъ произвеленемь: 


|| 


ё м 
мы. Хх 
4 Ик ткы {64 

+ 
Формулы Серре ($ 50, (1\) при о =-+ 1, 1=1, 2, 3): 

инет 

Е | 

«(< ый изм | 
т Ей та 
} > 
+ и ара 
ИЕ 
ре юр! 

«(1 <) их. | 
И = И и) 
вов 
мы 

$1 52 
| | 
«(**) - о > 
- Эю-- абы 55 
м 


Если въ соотношеняхъ (1\) $ 50-го возьмемъь первое произведе- 
не, то вмфсто уравненй (ХИ) и (ХШ) получимъ другя формулы, также 
принадлежация Серре: 


8 
>0 — й к : к 
я — } И. Е В в Е й 
«(5 Е ое. 
ИР еНЫЕ ЧР вы (м) 
& 
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Сим) 


+ 
& а & В & 
г. Ивз«(: ее) 
“*-} а 
+ 


Эти соотношенйя замфняютъ собой формулы, полярныя относительно 
формулъ (ХП) и (ХШ). Чтобы получить послфдня, слфдовало бы ввести 
величину, полярную относительно &, 


е = 360° — (ас). 


Формула (ХПИ) тогда дала бы 


е - [#] св [22 в. [#] 
© — = 4 (4 о .) (‹ ое т (4 о | ( 0 а). 
Ро и Е (95° Е [45° > М [451 | Ва. 


Эти формулы трулно рекомендовать въ виду того, что онф очень 
мало изящны. 

Обыкновенно & называют „сферическимъ избыткомъ“, ае — 
„‚сферическимъ недостаткомъ“ сферическаго треугольника. 


$ 54. Ршенше косоугольнаго треугольника. 


Здфсь приходится различать 6 случаевъ, которые разбиваются, однако 
на 3 взаимно полярныя пары; кажлую такую пару мы будемъ разсма- 
тривать совм$сгно. 

Первый и второй случай: 
Даны а, р, ”; требуется опре- Ланы а, В, с; требуется опре- 
дфлить а, р, с. дфлить а, В, у, 

1. Методъ, наиболЪе напрашиваюцйся съ математической точки 
зрня, заключается въ слфлующемъ: 
разлагая треугольникъ на два прямо- 
угольныхъ треугольника, мы получаемъ 
возможность примфнить извфстныя уже 
намъ формулы прямоугольнаго треуголь: 
ника; результаты. къ которымъ приво- 
дитъ этотъ методъ, съ точки зрЪнйЯ вы- 
числен!й, вполнф уловлетворительны. 

Для этой цфли мы проволимъ вы- 
соту ВО =} (см. схематичесюй чер- 
тежь 47); изъ двухъ прямоугольныхъ треугольниковъ, которые мы 


Фиг. 47. 


— ^^ -— 
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такимъ образомъ получаемъ, мы при помощи формулъ (1), (5), (8), (2) 


$ 52-го находимъ: 
с0$С — сор соз(р м1). (1) 


Для опредфленя тт и р слу- 
жать формулы: 


211 = а созу, (2) 
созр — 5% (3) 
05 


Подставляя выражене (3) въ 
формулу (1), мы получимъ для 
вычисленя стороны с правило: 

Нужно вычислить т при по- 
мощи уравненйя: 


2т = 6 ас05у, 
а затЬмъ с изь уравнен/я 


с05а соз(р — и) 
с0$с — . 
с05 т 


(4) 


Вычислеше угловъ аи В = 
=и-у изъ тТЬхь же прямо- 
угольныхъ треугольниковъ, когда 
извЪстно с, уже не представляетъ 
никакихъ затруднен!й. 


2. Изъ формулъ (4) можно 
мфняя теорему сложеня и затфмъ 


05 = с054 созЁ -{- созазтр ет 


— 6054 созр + зта зтрсозу. 


с0$7 = созрзш(В м. (1) 


Для опредфленя и и р слу- 
жатъ формулы: 


сор = а с05С, (2) 
созр = 299. (3) 
эти 


Подставляя выражене (3) въ 
формулу (1), мы получимъ для 
вычислешя угла у правило: 

Нужно вычислить » при по- 
мощи уравнения: 


сои = а с05С, 
а затфмь у изъ уравненя 


с0за зт(В — в) 


И ше 


(4) 

Вычислеше сторонъ дир = 
=т-и изъ т6хъ же прямо- 
угольныхъ треугольниковъ, когда 
извЪфстно у, уже не представляетъь 
никакихъ затруднен 


получить интересный результать. При- 
формулы (2), мы получимъ: 


с05у = соза зтр сви — с05а с05В 


— 05а с05р -- эта зшр со5с. 


Но эти формулы представляютъ собой не что иное, какъ лвЪ тео- 
ремы косинусовъ на сферЪ. Если, какъ это обыкновенно дфлается въ 
элементарныхъ учебникахъ, мы будемъ предполагать формулы прямо- 
угольнаго треугольника изв$стными раньше, то мы можемь сказать: 


Первая пара задачъ на косоугольный треугольникъ, если 
исходить отъ треугольника прямоугольнаго, сама собой и при- 
томъ съ необходимостью приводитъ къ теоремамъ косинусовь 


на сферф. 


Само собой разумЪфется, что это доказательство примфнимо только 


къ Эйлеровымъ треугольникамъ 
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3. Съ нашей точки зря теорема косинусовъ 


с03С = с03а с0зр (5) 


-- эта 31 с057' 


с05} с05@соз (5) 
-- зпазшр тс 


является первоначальнымъ р$шешемь нашей задачи; мы спросимъ 
теперь, наоборотъ: какъ привести ее къ виду (4), который оказывается 
предпочтительнфе вслфдстве того, чго онъ болЪе пригоденъ для ло- 


гариемическихъ вычислен!Й? 


Для этого нужно ввести вспомогательный уголъ (ср. $ 51, 2). 
Обозначая черезъ р, т, + вспомогательныя величины, мы въ соотношеня 


(5) полставляемъ: 


соза = рсозт, | - 
Е : (6) 
зтасозу = решит. \ 

Если тогда зи = 1809, то ве- 
личины р ии опредбляются одно- 
значно изъ уравненйй: 


47т = в асоэу, (7) 
с0за эта со5у : 
— — == : . $ 

р сот $1 о 


Вволя же выражения (7) и (8) 
вь уравнеше (5), мы приведемъ его 
къ виду: 

сос = рсоз(В — т) 


созасоз(В — т) 
50$ М 


‚ (9) 


при этомь т нужно опред$лить 
изъ уравненйя (7). 


Съ точки зрня геометрической, 


съ прежнимъ соз р. 


4. Чтобы опредфлить углы 
а, В, когда сторона с уже вычи- 
слена, можно воспользоваться тео- 
ремой синусовъ 


к эта . 
Ша = —— пу 
5шс 


и соотвфтственнымъ уравненемь 
для угла В. 

Если же мы не предполагаемъ 
уже опредфленной сторону с, 


соза = решу, | 


(6) 


эта созс = рсоз». | 


Если тогда » = 180%, то ве- 
личины ри 27 опрел$ляются одно- 
значно изъ уравненй: 


соду = ва с05с, (7) 


(8) 


05а $11 а с0$с 


р = = 


1% с05 


Вводя же выражен (7) и (8) 
вь уравнене (5), мы приведемъ его 
къ виду: 


с0о5у = рэш(В - м) 


созазш(В 2) 
$] я 2 (9) 
ту 

при этомъ и нужно опрелфлить 
изъ уравненйя (7). 


Р такимъ образомъ тождественно 


4. Чтобы опредЪфлить сто- 
роны дир, когла уголь у уже 
вычисленъ, можно воспользоваться 
теоремой синусовъ 


д эта . 
эта = —— эшс 
эту 


и соотвЬтственнымъ уравненемъ 
для стороны р. 

Если же мы не предполагаемь 
уже опредфленнымь уголь 7, 


то нужно скомбинировать теорему 
синусовъ съ соотношешями (Р\/): 


| (92) 
-- эта созр созу, ) 


эшс эта — зта эту, 


ше соза — соза шв 


откуда посредствомъ дфленя по- 
лучимъ формулу лля а. 
Послфднюю можно привести 
къ логариемическому внду, 
вводя т5 же величины ни р. Изъ 


уравненй (6) и (9) мы получимъ: 


эшс зта = эта зу, 


эшс соза = реш(Ь — т), 
такъ что 
Зита эт 
2@ = — ее 
рэп(р т) 


ПримБняя второе выражене 
для р изъ уравненя (8), найлемъ: 


Пи ЕЕ 1 

— рот’ 
величину 11 нужно предварительно 
вычислить изь уравненя (7). 

СоотвЪфтственный результатъ 
получаемъ также для угла В. 

5. Другой способъ опредф- 
лен!я угловъ, также удобный для 
логариеомическихъ вычисленй, ла- 
ють аналог!и Непера (УШ): 


а В 
В ь 60$, 

[2 [ К 3 
| ы со А 
2 во а-ь 

с0$ ь 
г 
Эт ей 

а В й 2 

= — = со . 
> ` 
е > Я Е? р 


Если мы хотимъ вычислить 
сторону с лишь посл$ угловъ, 
то это можно удобно произвести 


Веберт, Знциклоп. элеменг. геометрйи. 


м 
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то нужно скомбинировать теорему 
синусовъ съ соотношенями (М): 


эту эта = эта тс, 
эту с054 =: соза зтй ‹ (92) 
+ эта сор созс, | 
откуда посредствомъ дфленя по- 
лучимъ формулу для № 4. 
Послднюю можно привести 
къ логариемическому виду, 
вводя ТЬ же величины ри р. Изъ 
уравнешй (6) и (9) мы получимъ: 


эту та = зта эшс, 


эту с0за — рсоз(В м), 
такъ что 
эт а зто 
а 


— рсоз(В з)` 
Примфняя второе выражеше 
для р изъ уравневя (8) найдемъ: 
__ 057 С 
и с05(В ее. ь) ` 
величину +» нужно предварительно 
вычислить изъ уравненйя (7). 
Соотвфтственный результатъ 
получаемъ также для стороны р. 
5. Другой способъ опредф- 
лен сторонъ, также удобный для 
логарнемическихъ вычисленй, да- 
ютъ аналог!и Непера (М: 


ты В 
ю@ В чи 2 
Это ь, РЕЗ тт 
2 
эт" В 
а те 
еб авы 
эт ЕЙ 


Если мы хотимъ вычислить 
уголъ } лишь послЪ сторонъ, 
то это можно удобно произвести 

9 
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при помощи уравненй Деламбра, при помощи уравнейй Деламбра, 
напримЪръ: напримфръ: 
51 и 0 == 
С а-+ё 2 у ‚ а- в 2 
с05 = 0$ с05 =. —— 
р ав 2 2 ав 
60$ ——— с0$ 
р 2 
или | ИЛИ 
п 7 $1 Е 
АЙ ‚ а-Ь 2 р М а -в 2 
$1 — $1 (я п -^— = 605-——. : 
2 2 а —В 2 тт п ы- р 


с05 
| 2 
Изъ этихъ уравнен слфлуеть выбрать то, которое лаетъ наиболЪе 
точный результатъ ($ 51). 
Трел4й и четвертый случай. 


Даны стороны а,вВ, с; требуется Даны углы а, В, у; требуется 
разыскать стороны а, В, с- 


6. Первое р5шенвёе. 


разыскать углы а, В, 7. 
6. Первое рфшен!е. 


По формуламъ (ПШ: По формуламъ (Ш): 
аа с05В с0$С о  с05В с057 
зтр тс зп Вэту 
ит. д. ит. д. 


Такъ какъ это ршене неудобно для логариемическихъ вычисленй, 
то прелпочитаютъ слфлуюшия р5шенй. 
7. Второе р$5шенее. 


Мы ведемъ вычислене по формуламъ (Х) и (Х!). Изъ нихъ, всл$д- 
стые большей точности, наиболфе рекомендуются формулы, выражающия 


тангенсы. Именно: 


г Е а 5050; 
ЕТ а 
ит. д. й 1.0% 
р» Ииетя 95а . а и“ с05 0, 0503. 
о с0$ 0% 
” + 
8. Третье р5шен:е. 8. Третье рЬшен!е. 


Если положимъ (формула (1) & 50-го) 


мч ни в шине 


о ———_—_———_—_ ид 
——_ о 


к мадещии.. 
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то уравненя (ХП), (ХШ) и (ХГУ) дають: 


Еа-М. 5, а 

2 М 
«(= +) = М. сощ 9 =]. со Е и 
т (2 -) = М. со, 5 С = М. со в я] , 
© | =] = М- со . © 2 —= М. сов г. =) . 


Отсюда нетрудно уже получить углы а, В, у или соотвЪтственно 
стороны а, 6, с простымъ сложенемъ. 


Этотъ методъ особенно цфненъ въ томъ отношен!и, что 
онъ даетъ возможность строго провфрять результаты: 


5% 51 52 53 зв 

р = к 
А ик, = 0) 

+(5—=) == 


Пятый и шестой случай. 


Даны с, а, 7; требуется Даны у, а, с; требуется 


найти а, В, 6. 
9. Первое рфшенуе. 
По теоремЪ синусовъ: 


эта 
эта = — я9пу. 10 
тс 7 мы 


Когда вычислень уголъ а, 
формулы (УШ) даютъ: 


найти а, Ь, В. 
9. Первое рЪшенге. 
По теоремф синусовъ: 
эта = ИЯ тс. (10) 
эту 
Когда вычислена сторона 4, 
формулы (УШ) даютъ: 


же ве 2 
НЕ ыы. 
в ыы > › ага 2 5 

т “ ы ы 

. уфа то ета о 

яп —— ЯП — 

фк 2 „2—9 Е КН маны а а 
Бенно 2 ‚са 2 
Ш 1-е 


9х 
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10. Второе рёшен!е. 


Если нужно вычислить только 
сторону В или вычислить ее раньше 
угловъ, то теорема косинусовъ: 


с056 = с0за созр -- эта тр созу 


даетъь квадратное уравнене отно- 
сительно тр, если подставимъ 


созф = УЕ зи?р. 


Значительно проше ведется 
вычислене, если мы опять вводимъ 
вспомогательныя величины. Именно, 


если опять положимъ, какъ въ 
уравнеши (7), 
чет = 2 ас0$7, 0°<т< 1807, 


то соотношене (9) даеть непо- 
средственно: 


05 с05 Ш 
с05(р— т) = 
084 


(12) 


Если нужно вычислить уголъ 
В одинъ или въ первую очередь, 
то теорема синусовъ и второе 
уравнене (\) дають: 


эта зшс = зтузта 
эта с05с = созу $тр, 


+ зтусозр соза. 


Для одно на другое и подставляя 
сов = |1 
квадратное уравнене относительно 
эшр. 


31?, мы получаемъ 
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10. Второе рфшенте. 


Если нужно вычислить только 
уголъ В или вычислить его раньше 
сторонъ, то теорема косинусовъ: 


с057 = — с0засозВ + зтазтВ с0$с 


даеть квалратное уравненше отно- 
сительно зшВ, если подставимъ 


созВ = И1 эт? В. 


Значительно проще ведется 
вычислеше, если мы опять вводимъ 
вспомогательныя величины. Именно, 
если опять положимь, какъ въ 


уравнени (7), 


сою» = васозс, << 180°, 


то соотношене (9) даеть непо- 


средственно: 
с05у $ 
+) — й 5 
соза 


эт (В (12) 


Если нужно вычислить сто- 
рону В одну или въ первую оче- 
редь, то теорема синусовъ и вто- 
рое уравнеше (1\) даютъ: 


эта т = зтсэта, 
зта с0$7 = с0$с тб 


тс 036 со$ а. 


Для одно на другое и подставляя 
созь = У 1 
квадратное уравнеше относительно 
эт р. 


$11?0, мы получаемь 


Чтобы и здЬсь ввести вспомогательный уголь для улобсгва вы- 


числешй, мы вновь возвратимся 


(полъ р разумфя соз р): 


со$у = рт и, | 


13 
зшусоза = рсо54. ] _ 


Тогда р и и опрелфляются 
изъ уравненй: 


къ фьг. 47 па стр. 126 и положимь 


с05с = рс051 

с = рсозм, \ (13) 
эшсс05а = реши- 

Тогда ри п опредфляются 


изъ уравненй: 


сои —= соза ©), (14) 
р = (15) 


ВмфстЬ съ т6мь мы полу- 
чаемъ: 


зшу с0$а 
сои 


эта тс — зтузта, 
эта с0$с = рсо$(В - и); 
раздфляя же первое изъ этихь 
уравнешй на второе и пользуясь 
соотношенемь (15), находимъ: 
с0$ 6 © а 
о 
с0$(В и) 
или, наконецт,, 
с05$( и) ва сос сози, (16) 


при чемъ значеше 4 нужно взять 
изъ уравненя (14). 
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ШН = 05а с, (14) 
$1 с05а 

== = —. 15 

р Уши 09) 


ВмфстЪ съ тфмъ мы полу- 
чаемъ: 


эта эту = эшезта, 
эта созу = реш(р м): 
раздфляя же первое изъ этихь 


уравненй на второе и пользуясь 
соотношенемъ (15), находимъ: 


_ эшя а 
— эт п)’ 
или, наконецъ, 
эт (р п) =васовузши, (16) 
при чемъ значене нужно взять 
изъ уравнешя (14). 


11. Изсльдован:е р6шен1й. Нъсколько сложное въ настоящемъ 
случафЪ изслЪдоване мы проведемъ только для пятаго случая, такъ какъ 
результать непосредственно распространяется на шестой случай. 

Уравнене (10) приводится къ тремъ главнымъ случаямъ. 


эта т зе 
|. : ы 1. Вещественныхъ рфшен!й вовсе нЪтъ. 
тс 
а Одно вещественное рЪшен!е; треуголь- 
эта зшу 
2. : ЕЕ никъ становится прямоугольнымъ съ пря- 
тс 
мымъ угломъ а. 
аа Въ этомъ случаЪ уравнен!е (10) даетъ два 
па зту н 
3 т 5 значен!я для угла а, но нужно обсудить, 
тс 


пригодны ли оба угла. 


Чтобы провести это изслфловаНе, мы обозначимь острый уголъ, 
который получается изъ уравненя (10), черезъ @’, а тупой -- черезъ (РУ 


такъ что 
С == 180 сх. 


Наша задача будеть имфть одно или два рЪшенЯ въ зависимости отъ 
того, даеть ли только одинъ изъ угловъ а’и а” или дають оба поло- 
жительныя значеня для со 2/2 и со р,2, когда мы эти углы подста- 
вимъ вь уравнеше (11). Но это означаетъ: 
для каждаго вещественнаго рфшен!я разности у--аи 
с —@а должны имфть одинаковые знаки. 
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Различные случаи, которые здфсь могутъ представиться, мы свели 
въ табличку, помфщенную ниже. Чтобы выяснить, какъ она составлена, 
мы остановимся подробнфе на первомъ изъ приведенныхъ въ ней слу- 
чаевъ. Итакъ, положимъ, что 


се 0 а< 90% са 


Такь какь с а< 0, тои р_- а должно быть меньше 0. Но при 
нашихь предположеняхь зшс < эта; поэтому, въ виду соотношеня (10) 
эта > эту. Но, какь мы показали, у должно быть меньше а; если по- 
этому 7 > 90°, то мы не получаемъ ни одного р5шеня, если же у < 90°, 
то мы получаемъ 2 рЬшеня. Если мы положимъ: 


с = 90° + 97, а= 90° 4, 
то 
ф < означаеть: сторона с ближе къ 90°, нежели а; 


|, чр означаеть: сторона а ближе кь 90°, нежели с. 
р , 


ПослЪ этихъ подготовительныхъь соображенй понимане слфдующей 
таблицы уже не представить никакихъ затрудненй: 


сх 90°, а< 90°, 


т [8] 
е<@ ар | смотря по тому, будетъ ли в. 
ни одного рЬшенй ] у > 90° 
-=а см. ниже 
с>а одно рЬшене: а = о'. 
с> 90°, а< 90°, 
Н о 
Фф>ф ое | смотря по тому, будетъ ли И 
: © 
ни одного рЪшены | у < 90 
одно рёшевше: а = <’ | 4902 
@—9/ смотря по тому, будетъ ли 
ни одного рфшеня у < 90° 
ф«ф одно р6шене; а = п’. 
сх 90°, а>90°, 
и о 
ф>ф ИН \ смотря по тому, будетъ ли А 
Н [0] 
НИ ОДНОГО рьшены | у > 90 
одно рЬёшене: а = а" | и < 90 
ф=ф смотря по тому, будетъ ли 
ни одного рёшеня | у> 90° 


ф«чф одно р6шене: а = а". 
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с > 90°, а> 90°, 
два рфшеня | 


© 
смотря по тому, будеть ли №. 


са 
ни одного р®шеня | ух 90° 


$ 5 см. ниже 


с<а одно р6шене: а =а". 


Особаго изслфдованя требуеть еще случай © = @. Вь этомъ случаЪ 
иа=у (5 36, 7), и формула (УШ) даетъ: 


в р 
со т 7} с056; = — 126 с057. 
Чтобы поэтому © В!2 и 5 ['2 имЪфли положительныя значенЯя, не- 
обходимо и достаточно, чтобы с и у были одновременно больше 90°. 
ЗдЪсь мы получаемъ только одно рфшене за исключенемъ того 
случая, когда а =с =} = 909. Въ этомъ случаЪ, какъ легко усмотрЪть, 


мы получаемь безчисленное множество ршенйй. 


12. Изслфдоване шестой задачи (у, а, с) проводится совершенно 
такимъ же образомъ, только стороны и углы нужно всюду замБнить 
другъ другомъ. Если положимъ: 


с = 90° + $, у = 90° + $’, 
а = 90° = 4”, | а = 90° = 4, 
вы | +1, когда х и у однородные *) углы, 
““ | 0, когда х и у неоднородные углы, 
} = число р$шенйй, 
то наша таблица приводить окончательно къ сл6дующему результату: 


ша му пе мас 


Ё и < ту 1. № Е эта ве т. а 
(2) та Е 3=1 (2) ту 1: = 
д ша зву й | : ша это к 
(3) ще < 1: (3) ту <!: 

а) ф<фФ. 3=1 

6) = ЧЕ 

е) ф>ф: }3=9%9,, 


Исключен{е: | Исключен{е: 


90°: $ =. ОЕ О 90). & =. 


*) Подъ „однородными“ мы разумфемъ два угла, если они оба острые или оба 
тупые, подъ „неоднородными“ — таке, изъ которыхъ одинъ острый, другой тупой. 
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13. Въ тЬхь случаяхъ, когда имфются два р6шешя, мы получаемъ 
два значеня стороны р и угла В, полагая въ уравненяхъ (11) разъь а -@ 


(или соотвфтственно 4 = @'`, а другой разъ а 


-а" (соотвфтственно @ — @"). 


Н&сколько иначе обстоитъь лфло, если мы пользуемся вспомога- 


тельнымъ угломъ (стр. 133). 


Въ этомъ случаЪ разность 
р — т опредфляется по косинусу. 
Если и есть одно изъ значенй, 
отвфчающихъ этому косинусу, то 
другое есть и; вмЪстЪ съ т6мъ 


р =т- и, 
= п. 


Точно такь же и разность В и 
опредфляется по косинусу. Если 


в 
а С 
с 
С 
у, 
А. р 
Фиг. 48. 
поэтому Вой = ть, то 
В =и-у, 
"=. 


Это подтверждается (схема- 
тическимъ) чертежомъ 48, на ко- 
торомъ 


РА, = Я, = и, 
х ВО = А.В =», 
СО, 
% СВО.—=ы. 


| 


Въ этомь случаЪ разность 
В эт опредБляется по синусу. 
Если п есть одно изъ значенй, 
отвБчающихь этому синусу, то 
другое есть 180° и; вмЪстЪ сът6мъ 


№ =ь м, 
В" =ь- 180” ц. 


Точно такъ же разность рн 


опредфляется по синусу. Если 


С 


С, 


А 
Фиг 49. 
поэтому Бо п=тл, то 
р =и-м, 


"= 180° — м. 


Это подтверждается черте- 
жомъ 49, на которомъ 


С.ВБе в, ЗС.ВОАВО 
а РС, == ХС = 180° м, 
Я. Вр = А.ВО-ь, д 


- О = РА. =. 
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$ 55. Опред5лене другихъ важныхъ частей треугольника. 


1. Радлусь о вписанной окружности. 

Пусть о будеть сферическй радусъ внисанной окружности, 4 ея 
центрь, [), [, Е точки касаны (фиг. 50, схематическй чертежъ) 
Совершенно такь же, какъ и въ планиметрии, мы убЪждаемся, что 

ЛЕ АЁР=Я, 

ВЕ = ВЛ =5., 

СР СЕ=у,. 
Изъ прямоугольнаго треугольника 
ЧЁЕн находимъ: 


[2 го 
2 — 50 ; 
р 51 $1 
3 420 
РЕ в ак 
р $11 52 
а, 120 
= — 5, 
р ЗП Уз 
Сличая эти соотношеня съ формулами (Х) 5 58-го, находимъ: 
то = 1%; к уз _ 1. (2) 
$1 50 
Е 
Уравненя (1) можно еще написать въ такомъ видЪ: 
а у В 5 
со = т со =— 
р о’ 52 о ° 


Эт не сое 

сою “ -Е со > = _ - 
Е > 20 ь 

или 
г аРВ 
601270 к. - 
ы 20 р эт о яп м т 
2 7 о 2 


При помощи послфдняго уравненя Деламбра ($ 53, 1Х) этому 
равенству можно придать теперь видъ: 


' с0$ 7 4 с0$ о с05 - с0$ г 
О = : ь 
в 2 со Сэт бот я В зто зта тя 
- Эт 
= 2 о 2 


$ 55 138 
Пользуясь, наконецъ, формулой (Г) $ 53-го, получаемъ: 


4 а 
соо = -Я ` <0$ р (05-5 <05 5 (3) 


2. Рад1усы внфвписанныхъ окружностей о,, о,, о.. 
Если 0, есть ращусь внфвписанной окружности, касающейся сторо- 
ны а, то легко сообразить, что эта окружность также вписана въ смежный 


треугольникь со сторонами а, 180° |, 180°— с. Поэтому формулы (1) — (3) 
дають непосредственно: 


> @ _ 80: кВ 8% м 1503 (4) 
2. бу” 2 55’ 2  эшу’ 
$1 ур 8115 $15 $11 50 511 53 5151 
4 ыы Ш Я 3 { ЕР о ВАА 
50, и $5 ; 80. $$. = . 
+ + 
$ ур 31$, $15 | ` 
У 5 у 
+ = Пращы Тонн: 
56 и $153 
-- 
4 ‹ у 
со 0, = д < 5 Эш р ы . б | 
4 г 
со 0, = д °°3 - эт 7 эт ы г | (6) 
4 У ао | 
с0703 = и с05 а ПВ ] 


Перемножая уравненя (5) попарно, мы получаемъ замфчательныя 
соотношеня: 
170,20, = $15 5155, 


420. 20. = $15, 51$, (7) 
503 50, — 515% 91 5.. 


3. Каждой изъ формулъ (1) —- (7) соотвЪтствують аналогичныя въ 
планиметрии (ср. $ 31 и $ 24). Формула, аналогичная выраженю (3), мо- 
жеть быть выведена изъ соотношенй (11) и (12) $ 31-го; она гласить: 

в 4 а р 7 
= т 60$ — 60$ — с0$ 
Г А 2 2 р 
гдЪь ./ есть площадь, а ’— радусъ окружности, описанной около плоскаго 
треугольника. ВмЪсто А здфсь появилось отношене /:7. То же относится 
и кь уравнентю (6). 

Нужно замфтить, что и самый выводъ этихъ формулъ въ плани- 

метр!и можно вести въ совершенно аналогичномъ порядкЪ. 


—* 


о р ыы 
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4. Рад1усъ К описанной окружности. 


Согласно 8 39, 14, ращусъь К описанной окружности является вели- 
чиной, полярной относительно 0. Если мы примемъ во вниман!е, что при 
обозначеняхъ, которыми мы теперь пользуемся, стороны треугольника 
служать дополнен!ями угловь полярнаго треугольника (а не равны 
самимъ угламъ), то изь соотношенйй (1) — (3) получимъ: 


а сок р сок с со Ю 
= о ==, с0% = 8 
508 > с0$ 6, 508 5 0$ 0, ’ >> с0$ 0. (8) 

с0$ 01 С0$ 05 С050; 

+ = в. ре -3 —х 9 
со К — с0$0% - С 
= А и (10 
© РА ) 


5. Площадь Г сферическаго треугольника. 


ДвЪ окружности большихъ круговъ ограничиваютъ на сферф четыре 
„двуугольника“. Чтобы опредфлить площадь < одного изъ нихъ, полезно 


Фиг. 51. Фиг. 52. 


выразить углы въ дуговой мфрЪ. Если теперь 7 снова обозначаеть 
ралусь сферы, [—ея поверхность, б -уголь двуугольника, то очевидаю 


(фиг. 51), что: 
Е =: 2, 
откуда слБдуеть, что 
ео 
Положимъ теперь, что имфемъ на сферф треугольникъ АВС (въ 
Эйлеровомъ обозначен!и); пусть 1’, В’, С’ будуть противоположныя 


точки вершинъ .Ё В, С (фиг. 52). Въ такомъ случаЪ сумма сферическихь 
двуугольниковъ 


Сы В О 
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превышаеть полусферу (на нашей фигурЪ переднюю) на треугольникъ 
АВС и противоположный треугольшикь .1’В”(С". Углы двуугольниковь 
(выраженныя въ дуговой мфрЬ) суть а. В, 7, треугольники же ВС и 


.1'В’С” равновелики, какъ въ этомъ легко убЪлиться. Поэтому 
212 (ав -21=23тл. 
Если мы снова положимъ ‘ 
Вы -ьВ ПАчаи, 
=. а. (11) 


то 


6. Изь этого мы заключаемъ, что всегда &> 0, или что сумма 
угловъ сферическаго треугольника всегда больше 180° ($ 36, 7). 

При одномь и томъ же ралусь круга площадь сферическаго тре- 
угольника, какъ видно изъ формулы (11), зависить только оть суммы 
угловъ треугольника. Такъ какь большей площади соотвфтствуеть, слЪ- 
довательно, бблыная сумма угловъ, то отсюда вытекаетъ предложеше: 


Подобныхъ треугольниковъ, въ томъ смысл, какъ въ пла- 
ниметр!и, на сферЪ не существуетъ; напротивъ, на сферахъ 
различныхъ рад1усовъ бываютъ подобные треугольники, и ихъ 
площади относятся, какъ квадраты этихъ рад!усовъ. 


7. Подобно тому, какъ въ $ 36, 4 стороны были выражены, неза. 
висимо оть радуса сферы, отвлеченными, лишенными измфренйя числами, 
подобно этому цфлесообразно имЪфть число, лишенное измфреня, также 
для выраженя площади треугольника. Сообразно этому, мы будемъ на- 
зывать „ращональной площадью“ сферическаго треугольника 
величину 


1 = &. (12) 


ВмфстЪ сь т6мъ имфетъ мЪ5сто предложене: 


Ращональная площадь сферическаго треугольника не зави- 
ситъ отъ рад!уса сферы, а опредЪляется вполнь суммой угловь 
треугольника, а именно она равна его сферическому избытку. 


8. Для вычисленя площади сферическаго треугольника по даннымъ 
сторонамъ служить формула Люилье ($ 53, ХИ): 


в И кк Ев: (3) 


въ связи съ выраженемъ (11). 
„Рашональную“ площадь треугольника эта фовмула даеть непо- 
средственно. 
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$ 56. Соотношеня между сферической и плоской тригонометруей. 
„Малые“ треугольники: теорема Лежандра. 


1. Если вершины /|, В, © сферическаго треугольника остаются пе 
подвижными, а ращусъ сферы г неограниченно возрастаетъ, то по прел- 
ставлен!ямъ обыкновенной Евклидовой геометр1и сфера перехо- 
лить въ плоскость, опредфляемую точками /1, В, С, а сферичесюй тре- 
угольникъ въ плосюй. 

Стороны а, В, с стремятся при этомъ къ нулю, но длины дугъ, 
содержащихся между вершинами, не обращаются въ нуль. Сообразно 
тому, какъ это было выяснено въ 5 36, 4, мы положимь: 

пр т 
т ГА т 


, (1) 


абс суть абсолютныя длины соотв6Бтствующихъ дугь. Мы намф- 
рены вывести формулы плоской тригопометри путемъ прелфльнаго пе- 
рехола изъ формулъ сферической тригопометрги. 


2. Изъ формулы (12) $ 55 


т 
слЪлуеть, что 8 = 0 при г = х. 


Такимъ образомъ, предложен:е о суммЪ угловъ плоскаго 
треугольника является въ плоской геометрри аналогичнымъ 


теоремЪ 6$ 055, 7 о ращональной площади сферическаго тре- 
угольника. 


ДалБе, формула (11) 6 55 приводить къ предложеню: 


Въ планиметр!и абсолютная величина площади при имастъ 
форму 1{=0.х. Этимь выясняется, что въ плоскомъ треуголь- 
никЬ площадь не опредфляется углами, такъ какъ произведене 
0. ^^ представляетъ собол неопредфленную величину. 


3. Чтобы совершить предфльный переходъ для собственно триго- 
нометрическихь формулъ, мы воспользуемся приведенными вь [-мъ томЪ 
на стр. 471 формулами, которыя для безконечно малыхъ угловъ, т. е. при 
безконечно большомъ А, справедливы съ безкопечно болыною точпостью а: 


'') Это положеше выражено чрезвычайно неудачно. Въ дЬйствительности 
справедливо то, что отношеня 


$шх 2(1— с0$х) Ра а та п: вы 
——: х Е | 05% Е 
х х ь 6’ И 
стремятся къ 1, когда х стремится къ 0. Мы дадимь болфе простой выводъ пре- 
дфльнаго перехода въ особомъ приложени въ конц книги. 
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Ве == мые г 
; 6 г 63’ 
хо д“ х* © 
== — | бы 
а 9 224 ое Год 


Такимъ образомъ теорема синусовъ на сферЪ непосред- 
ственно переходитъ вь теорему синусовъ плоской тригоно- 
метр1и. 


4. Теорема косинусовъ: 
с05 4 -= с0$6 с0$с -- зтршс со5а 


принимаетъ форму: 


Нее: 55 
Па 241 
а ра ( Я реж. 
=(1-5- 1 Е о 
( оу Род те К 24 + о а (° 6 с05а 
Раскрывая скобки, умножая на — 27? и опуская члены, которые 


содержатъ 1/7 въ степени выше четвертой, мы получаемъ: 


а = с — 2Ьссоза 
(2) 


р ея [6 - с" а — 465 (В с) соза. 


При г = х отсюда слфдуетъ: 


Теорема косинусовъ на сфер также переходитъ въ соот- 
вЪтствующую теорему въ плоской тригонометр/и. 


5. Этимь нутемъ можно для каждой формулы сферической триго- 
нометри найти соотв$тствующую ей въ плоской. Подчеркнемъ еще 
формулу (13) $ 55, заслуживающую особеннаго внимая. Такъ какъ 
8 стремится къ 0, то № 8/4 можно замфнить чёрезъ #/4; далЪфе 5; = $." 
Поэтому соотношеше (13) даеть для плоскаго треугольника извЪстное 
выражене площади треугольника 

ИУ -ч- 5: = ШИ р, 


(см. $ 24, (6); 631, (7)). 


6. Мы разсматривали сейчасъ плоскй треугольникъ, какъ предфль 
сферическаго. 


Для геодезиста-практика несравненно бое важное значеше имфеть 
вопросъ: Можно ли и, если можно, то при какихъ услов1яхъ —- 
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трактовать сферическ!й треугольникъ при вычислен{яхъ, какъ 
плоский. 


Отвфтъ на этоть вопросъ даетъ теорема Лежандра, которая въ 
практик$ находитъ себф широкое примфнеше. 


Если сферическ!Й треугольникъ имфетъ малыя стороны, 
а вслЪдстве этого и малый сферическ1й избытокъ, то его пло- 
щадь приближенно равняется площади плоскаго треугольника, 
стороны котораго имфютъ тЪ же абсолютныя длины; каждый же 
уголъ сферическаго треугольника превышаетъ на одну треть 
сферическаго избытка соотвфтствующуй уголъ плоскаго тре- 
угольника. 


Выражеше „малый“ треугольникъ страдаетъ, конечно, н$которой 
неопредфленностью. Геодезя даетъ опредфленныя практическя правила 
относительно предфловъ примфнимости этого предложеня. Намъ доста- 
точно сказать такъ: если стороны сферическаго треугольника опред+- 
ляются равенствами 


то длины в, го должны быть малы по сравнеНю съ г и при томъ 
настолько, чтобы членами порядка (а/г)* и выше, во всякомъ случа, 
можно было пренеберечь. Сферическй же избытокъ долженъ быть на- 
столько малъ, чтобы съ тёмъ же приближешемь можно бызо принимать 
г — №2 = зшаи с0$= —=1. Сферическй треугольникъ АВС, въ которомъ 
стороны а, Ь, с выражены въ линейной мЪрЪ, а углы суть а, Ву, сопо- 
ставляется въ теоремф Лежандра съ плоскимъ треугольникомъ 1, В, С\, 
который имфеть тЪ же стороны а, Ь С, углы же равны а =@а  &/3, 
ВВ 8/8, 7, = УЗ. 

При сдБланныхъ предположеняхъ мы получаемъь для площади со- 
вершенно такъ же, какъ въ п. 5, выражене: 


1 2-53 — 11; 


<: | 


` & — 
= 72 = 4. 4 а 
у . 
этимъ доказана первая часть прелложешя. 


7. Обращаясь къ доказательству второй части, мы выведемъ изъ 
уравненя (2), опуская члены, содержания 1/7’ въ четвертой степени и 
высшихъ, соотношене 


И ЕС соо" | я 


гдь А есть величина, не зависящая отъ 7. Если мы подставимь это вы- 
ражеше вмЪсто @* внутри прямоугольныхъ скобокъ въ уравнени (2) и 
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вновь опустимъ члены четвертой степени и выше относительно 1/г, то 
уравнене (2) приметь видъ: 
Кир 
а в == с эш?а 
пы А 2рссоза — . 
37? 
При павихъ предположешяхъ здБсь можно положить 


Зее 5% 
такъ что мы получимъ: 


2 Г% =. т И - . 
ао те 2рссоза — зб ша. 


Такь какъ, съ другой стороны, согласно 5 55, (12), М7? = в, то 
С 2 то тя 82 - 
= с — 24 (со ыв 35 “) : 


такъ какъ лалфе 


= 8 : с 
со$ [а - с0$ а с05 этазш — 
( 5) Аа т 
и мы можемъ положить с0$ 8/8 =1, зш&/3 =83, то 
ЕЕ И 3 Я 8 
а=Ь с — 2Ьссоз а — 2} (3) 


Если мы присоелинимъ сюла еще двф друМя формулы, которыя 
получаются изъ этой круговой замБной то и вторая часть теоремы 
Лежанлра будетъ локазана. 


8. Другое весьма изящное доказательство теоремы Лежандра, кс- 
торое, вь противоположность предыдущему исходить изь теоремы си:- 
пусовь, даль Энштейнъ *). 


Мы напишемь теорему синусовь въ такой формф: 
а и 
зтазт —- — зшр эт 
1 


Выражая эша/г и этф/г рядами, мы отсюда получаемъ: 


а аи 
Г 6 ЕЕ би Г 


Умножая обЪ части на г и ограничиваясь членами, степень которыхъ 
относительно 1/г не превышаеть второй, мы получаемъ: 


+) Ерз{е!щ. Дейзсви г Уеппезхипо$\езеп, Ва. 36, 1907. 
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2 2 
Ь (о - 23 зиме ) = (зо - 8 чо). 


Въ виду же соотношеня 


мы получаемъ: 


ы 2 < ло 
Ь (та =: р и Е (в Е Е а эВ). 


06% стороны этого равенства можно разсматривать, какъ ряды, 
расположенные по восходящимъ степенямъь =. Такъ какъ здЪсь нужно 
сохранить только первыя степени, то къ коэффищентамъ при = можно 
непосредственно примфнить правила плоской тригонометр!и. Сообразно 
этому мы полагаемъ съ лЪвой стороны: 


21 = фота, 
а съ правой: 


21 = езще: 
тогда мы получаемъ: 


В [ зпа . =а [зтВ Ро 
Зе ве > 
если здЪсь снова положимъ слфва: 


Ь = ссоза -- а со$у, 
а справа: 


| 


а ссо$В -- В созу, 


то получимъ: 


=| 


ы & 1 —|. р. 
р] те _ (соза-- “ созу] | = а зтВ = созВ | = сор) . 
3 С 3 С | 
5 ар ь 
ЗдЪсь членъ 3 г 037 сь одной и съ другой стороны отпа- 
( 


даетъ, и остается 


- 8 . 8 
ЦЕХ = воза) =а [6 в- сов), 


ры (и .) - ат ( =. 


Это и есть теорема Лежандра 


ИЛИ 


и 
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Ёнига Ш. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЯ 
И СТЕРБОМЕТРЯ. 


ГЛАВА УИ. 


Аналитическая геометря на плоскости. 


$ 57. Координаты. 


1. Для нахожденя новыхъ истинь и для ведены доказательствъ 
геометр!Ия пользуется двумя различными методами, изъ коихъ одинъ, бо- 
лфе старый, называется синтетическимъ, другой—аналитическимъ. 
Синтетическая геометря имфеть своимъ источникомъ непосредственное 
созерцаше пространственныхъь образовь и является дальнфйшимъ разви- 
темъ „Началъ“ Евклида. При каждомъ своемъ шаг она позволяетъ 
непосредственно видфть геометрическую природу према, употребленнаго 
при доказательствф, но не имфеть въ своихъ изслфловашяхъ столь опре- 
дфленнаго предуказаннаго пути, какъ аналитичесюй методъ. 

Искусство же аналитиковъ состоить въ томъ, что они, устраняя 
неизящныя вычисленя, разрабатываютъ алгебраичесмя идеи и, такимъ 
образомъ, вмфсто созерцанйя пространства пользуются разсматри- 
ван!емъ чиселъ *). 


2. Средствомъ, къ которому преимущественно прибфгаеть аналити- 
ческая геометря, являются координаты; мы ими уже пользовались въ 
восьмой главф первой части для геометрическаго представлеШя комплекс- 
ныхъ чиселъ. 

Возьмемъ на плоскости двЪ произвольныя взаимно перпендикулярныя 
оси ось х-овъ и ось у-овъ, пересфкающся въ нЪФкоторой точкф (), 
называемой началомъ координатъ. На каждой изъ этихъь прямыхъ мы 
по произволу одно изъ направлешй будемъ называть положительнымъ. 


*) Открыше аналитической геометри приписывается Декарту, сочинене 
котораго „Оботее“ вышло въ свфть въ 1637 году. Одновременно и независимо 
отъ него къ тЬмъ же идеямъ пришелъь и Ферма (письмо къ Робервалю, 1636); 
въ статьяхъ, опубликованныхь имъ позже, онъ уходить даже дальше Дека рта. 
Уже у Аполлония замфтны слфды аналитическихь премовъ. У Гессе (Неззе) 
(1811 1874) методы аналитической геометрии получили наиболЪе совершеиную 
формальную разработку. 
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Для того, чтобы опредфлить положеше точки Р, опустимъ изъ нея 
на обЪ оси перпендикуляры; основаня послфднихъь обозначимъ соотвЪт- 
ственно черезъь () и К. Если длину каждаго изъ отрьзковь ОО и ОК 
снабдимъ положительнымъ или отрицательнымъ знакомъ, смотря по тому, 
лежить ли соотвЪтствующая изъ точекъ () и К на своей оси въ поло- 
жительномъ или отрицательномъ направлен отъ (), то полученныя та- 
кимъ образомъ числа х и у пазываются координатами точки Р. Если 
он даны, то положеще точки Р опредфляется однозначно. Ихъ называютъ 
прямоугольными или Декартовыми координатами въ отлиШе оть 
другихь координатъ, прим$ръ которыхъ мы сейчасъ приведемъ. 


3. Каждая прямая лин опредфляеть два противоположныя напра- 
вленя. Если же изъ нфкоторой точки провести прямую, какъ „лучъ“, 
только въ одну сторону, то получается лить одно опредфленное напра- 
влеше. Черезъ каждую произвольную точку плоскости можно провести 
лучь, параллельный данному лучу; вс таме параллельные лучи имфють 
одно и то же направленйе 1). 


Для того, чтобы н$фкоторое направлеше, заданное лучемъ, опре- 
дЪлить при помощи системы координатъ, проведемъ черезъ начало парал- 
лельный ему лучъ 5$ и представимъ 
себЪ, что нёкоторый полвижный лучь 
первоначально совпадавийй съ осью 
х-овъ, при помощи вращеня на по- 
доб1е часовой стрфлки, достигаетъ 
направленя $. 

Мы (по произволу) называемъ 
вращене положительнымъ, если 
оно происходить въ направлеви отъ 


положительной части оси х-овъ къ 


Фиг. 53. 


положительной части оси у-овъ (на 
нашемъ чертеж это направлеше указано стрфлкой); вращене же въ 
противоположную сторону мы называемъ отрицательнымъ. Если теперь 
разум6ть подь угломь % наименьшее положительное вращеше, при по- 
мощи котораго можно перейти отъ положительнаго направлеШя оси \-овъ 
къ направлению 5, то # содержится межлу О и 2л. Каждый уголъ 4}, 
взятый въ этомъ интервалЪ, характеризуеть одно и только одно на- 
правлеше $; но вращеня, отличаюцияся другь оть друга на положи- 
тельное или отрицательное число, кратное 8л, характеризують одно и 
то же направлене. Такимъ образомъ, направлеше опредЪфляется одно- 
значно, коль скоро даны эт и с0$%9. 


1) Т. е., будучи параллельны, также направлены въ одну и ту же сторону. 
уду р р у 
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4. На основаи изложеннаго положеше точки Р можеть быть 
опредБлено также направлешемь и ллиною луча т, проведеннаго отъ 
начала къ точкЪ Р. Направлене опредфляется угломъ +}, который можно 
заключить въ любой интерваль размфромъ въ 2л, напримБръ, въ интер- 
валъ 0, 2л или л, -л (при этомь одно изъ двухъ предфльныхъ 
значенй исключается изъ интервала, а другое — включается въ него). 
Длина г измбряется произвольной единицей длины, но всегда разсматри- 
вается, какъ положительная величина. Такимъ образомъ, величины 7 и 8) 
однозначно опредъляютъ положене точки Р; поэтому и ихъ также назы- 
ваютъ координатами точки Р, а именно полярными координатами, въ 
отлиЧе оть прямоугольныхъ. Начальная точка О называется полюсомъ 
этой системы координатъ. 


5. Задача: Пусть двЪ точки 1 и 2 заданы координатами х., у; и 
х., у». Требуется опрелфлить ихъ разстояне (127) и направлеше отъ 
точки 1 къ точкЪ 2. 

РЬшене залачи просто выводится изъ фиг. 54. Если черезъ точки 
1, 2 провести прямыя, параллельныя оси 
у-овь и оси у-овъ, то получится прямо- Л 
угольный треугольникъ (123), въ кото- | 


2 
ромь сторона (12) является гипотенузой, 
а катеты (13) и (23) равны соотвЪт- 
ственно х, лм, И у, 7, если не обра- в я 


щать вниманя на знаки. Если уголъ 4 


лежить вь первомъ квадрантф, то обЪ 
разности являются положительными чи- 


Фиг. 54 
слами и мы получаемь равенства: 
х, 2 = (12) с08+, у, — у, = (12) эт 5, (1) 
О ее ны О = (2) 


Если же точка 2 врашается въ положительномъ направлени вокругъ 
точки 1, то х› х, измняеть свой знакъь при переходЬ изъ перваго 
квадранта во второй, а 5, 9, при переход въ трей квадрантъ. 
Такимь образомъ, эти разности измфняютъ 
свой знакь точно такъ же, какъ с054 и зш%, 
и, слЬдовательно, формулы (1) справедливы 
для всякаго положенйя точекъ 1, 2. 


6. Пусть три точки 1, 2, 3, образующя 
треугольникъ, заданы своими координатами 
ом бы, № (Фиг. 55). Обозначеня Ч 5 
мы выбираемъ такъ, чтобы движеше по сторонамъ треугольника въ 
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направлен!и 1, 2, 3 отвфчало положительному вращен!ю (фиг. 56). 
Требуется выразить съ помощью координать стороны 4;, 4, аз и углы 
1, „№, „Ё, треугольника. 

РЬшене этой залачи получается непосред- 


ственно изъ соотношенй (1) и (2). Прежде всего 
имфютъ мБсто равенства 
а; = Ус,  ) т, | 
= Исх 


а. але (7, 7), 
Фиг. 56. С = 5 
а; = Ис и НЕ (у. — 9,1)". 
Если, далЪе, углы, образуемые направленями 23, З1, 12 сь осью 
х-овъ, обозначить черезъ },, $, %*., то 
у А, =, — Чл, 
Я, =9.— 9, м, 
= —9 лм, 
и, слЪдовательно, 
т. [4 —3119.с089, ©0547. 3 9,, 
с0$ 1, —с058, с05д, гп, зш9.. 
Затфмъ, согласно равенствамъ (1), 
420847, — А; — Хз, 
поз, =. — 5, 


430847, —Х, Хы 
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Па ай; =, =, 


и, слБдовательно, 


ааа, = рем ре (ль Зоо 
асов, = (нра) Е С а Иа 


Первая изъ этихъ формуль вмЪфстЪ съ т6мъ даеть намъ удвоен- 
ную площадь треугольника. И если мы эту удвоенную плошаль 
обозначимъ черезъ .4, то, произведя умножеше, получимъ: | 


А = (м ал Е С — Хо У). (3) | 


Пользуясь этимъ выраженемъ, слфдуетъ, однако, обратить внимане 
на то, чтобы послфдовательность точекъ 1, 2, 3 была выбрана именно 
такою, какъ мы ее установили выше. Если измЪнить эту послЪдователь- 
ность и замфстить напримфръ, точки 1 и 2 одну другой, то выражеше 
(3) измБнить свой знакъ и будетъ представлять, такимъ образомъ, удвоен- 
ную площадь съ обратнымъ знакомъ. 


— ® 


д дд—_—_—_———Ц—— 
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7. На прямой лини © существують два противоположныхъ напра- 
вленя. Одно изъ этихь направлейй по произволу мы назовемъ поло- 
жительнымъ и обозначимъ его на фиг. 57 стрЪлкой. 

Каждая точка, взятая на прямой, дфлитъ ее на положительную и 
отрицательную полупрямыя. 

Для того же, чтобы вполнЪ опредЪлить линно #, необходимо, кромЪ 
направленя, указать еще одно услове, которому она должна удовлетво- 
рять; можно, напримЪръ, потребовать, чтобы линя х проходила черезъ 
данную точку. ВмЪсто этого можеть быть да'о ея разстояще отъ начала 
координатъ, выражаемое перпендикуляромъ, опущеннымъ на нее изъ на- 
чала. Но если это разст_яше не равно нулю, т. е. прямая не проходить 
черезъь начало, то она этимь путемъ опредфляется не однозначно, а 
двузначно 2). 


8. Съ цфлью устранить эту двузначность, мы замфтимъ, что пло- 
скость длится прямой х на двЪ полуплоскости, и будемъ считать поло- 
жительной ту изъ нихъ, въ которую вступаетъ положительный 
лучъ прямой г при положительномъ вращен!и вокругъ какой- 

ибо ея точки; на нашемъ чертеж положительной будегь та полу- 
плоскость, которая представляла бы лЪвый берегь рЪфки, текущей въ 
направлени, совпалающемь съ положительнымъ направленемъ лини 2. 

ДалЪе, мы будемь считать разстояне точки Р отъ лини © поло- 

жительнымъ или отрицательнымъ, смотря по тому, лежитъ ли точка Р сь 


положительной или отрицательной стороны отъ прямой ©. 


Прямая © опредЪфляется однозначно, если направлене ея 
задано угломъ 5 и разстоян:е ея 0 отъ начала координатъ, 


дано по величинЪ и по знаку. 


9. Мы ставимъ себЪ теперь сльдующую задачу. Положимъ, 
что прямая © задана при помоши + и 0, и что, сверхъ того, дана 
нВкоторая точка Р — своими координатами х, у. Требуется опредФлить 
разстояне /[) точки Ротъ лини г. 

Для рЪшешя этой задачи опустимь изь точки В (фиг. 57) на ли- 
нно х перпендикуляръ РО), длина котораго равна [). ЗатЪъмъ ироведемъ 
черезь О прямую ОК, параллельную 5, и опустимь на прямую © пер- 
пендикулярь 05$ = 9. 

Если ф есть уголъ, который направлеше (ОР образуетъ съ поло- 
жительнымь направлешемъ оси х-овъ, и г есть разстояше ОР, то, на 
основани п. 4., 

Х =1с08ф, т -= г5Шф, 


*) На данномъ разстояши оть начала проходять двф прямыя даннаго на- 
правленя по одну и по другую сторону оть начала. 
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изъ прямоугольнаго же треугольника ОРК получаемъ: 
РК = гэп(ф — #) — г(эшф с08й со 914). 
Но р =РЕ- КО и КО = 05 = 0, откуда 
р хэш -- усоз9 0. (4) 


На чертежф точки О иР обЪ лежать съ положительной стороны пря- 
мой ‹, и точка Р отстоитъ оть послфдней дальше, чБмъ начало координатъ 
О, те. Ю>д. Если же ) ди остается еще положительнымъ, то 
зт(ф — 9-) будетъ отрицательнымъ числомъ, и тогда РК =  гзт(ф  *). 
Но одновременно съ этимъ также р) = РЮ- ЮО, если подъ РК и КО 
разумЬть абсолютныя величины соотвЪтствующихь разстоянйй, а /[) брать 
съ надлежащимь знакомъ. СлФдовательно, равенство (4) остается спра- 
ведливымъ и въ этомъ случаЪ. Подобнымь же образомъ можно убЪдиться 
въ справедливости этой формулы, если точка () лежитъ съ отрицательной 
стороны прямой хи если разстояше 0 имЪетъ, такимъ образемъ, отрица- 
тельное значене. 


10. Если за прямую мы © возьмемъ ось х-овъ и положительнымъ 
ея направлешемъ будемъ считать положительное направленше оси х-овъ, 
то 0 =0, 9 =0и |) =ъ. Если же за положительное направлеше пря- 
мой © мы выберемъ положительное направлеше оси у-овъ, то 4 = л/2 
и = —х. 

$ 58. Уравненме прямой. 


1. Если мы хотимъ аналитически выразить то обстоятельство, что 
точка Р должна лежать на прямой ©, то намъь нужно только положить 


равнымъ нулю разстояне Г) точки Р отъ прямой с, выражаемое соот- 
вЪтствующимъ перпендикуляромъ, и мы получимъ, на основан $ 57 (4), 


равенство 
хз -- ус059 0 = 0. (1) 


Это равенство показы ваетъ, что координаты х, у отв чаютъь 
нЪкоторой точкЪ на прямой, опредъляемой величинами 1% и 9. 

На этомь основан!и это равенство называютъ уравнен! -мъ прямой. 

Такимь образомъ, если одна изъ двухъ координатъь х, у точки 
прямой взята произвольно, то лругая опредфляется изъ этого уравнешя, 
и, если мы одну изъ нихъ будемъ непрерывно измфнять, то и пругая въ 
зависимости отъ этого будеть измфняться н5которымъ опредфленнымъ 
образомъ. 

Равенство (1) не измЪнитъ своего содержаня, если мы умножимъ его 
на число р, отличное отъ нуля и, такимъ образомьъ, представимъ въ форм$: 


-- рхзш 9 + Ву соз 9 ф род = 0. (2) 
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ДалЪе, если положить 
рзш@ =а, [рс05й =р, р0=е, (3) 


то оно приметъ видъ: 
ах + ру с=0; (4) 


это равенство есть уравнеше той же прямой. Уравнене (1) называется 
(по Гессе) нормальнымь видомъ, а уравнене (4} общимъ видомъ 
уравненя прямой. 


2. Если мы имфемъ уравнеше вида (+) сь произвольно заданными 
коэффишентами а, [, с (при чемь а и р не равны одновременно нулю), 
то всегда можно найти соотвфтствующую прямую, уравнешемъ коей 
оно является. 

Въ самомъ дЬлЪ, изь равенствъ (3) вытекаетъ, что р Ма? + [», 
откуда 


а р 


ВА — › 6050 = к, 
ев УР 
чфмь опредфляются лва противоположныя направленя, отвфчаюця одной 
и той же прямой. Если квадратному корню принисать опредфленный 
знакъ, напримфръ, положительный, то тфмъ самымъ будетъ выбрано за 
положительное одно изъ этихъ двухъ направленй; именно, если при 
этомъ 4 положительное число, то положительнымъ окажется то на- 
правлеше, уголь котораго съ положительнымъ направлешемъ оси л-овъ 
лежить въ третьемъ или въ четвертомъ квадрантЪ. Итакъ, этимъ путемъ 
опредЪляется какъ направлене прямой &, такъ и положительная ея сторона3). 
Въ силу равенства 
С 


у. а р: 
прямая х отстоитъ на разстояни 0 отъ начала координатъ (), при чемъ 
точка () лежитъ сь положительной или съ отрицательной стороны отъ Ч 


вь зависимости отъ того, является ли 9 положительнымъ или отрица- 
тельнымъ числомъ. 


0 


Поэтому каждое уравиеше вида (4) мы булемъ называть уравне- 
нтемъ прямой лин{и, а также — линейнымь уравненйемъ. 


3. Если въ уравнеши (2) положить 


== 0 =  [с059, 


*) Т. е. изъ двухъ полуплоскостей, на которыя дБлится плоскость прямою г, 
опредфляется та, которую, согласно заключенному выше ($ 57, 8) условпо, мы на- 
зываемъ положительной. 
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то оно приметь видъ 

у=хве (5) 
гдЪ ордината у представлена въ видЪ линейной функщи отъ х. ЗдЪсь 
[ является значешемъ у, которое отвфчаетъ абциссф х = 0, т. е. точкЪ 
пересфчен1я съ осью у-овъ. 

Уравнене прямой не можетъ быть приведено къ этому вилу, вь 
которомъ оно часто употребляется, только въ томъ случаЪ, если «} есть 
прямой уголъ, такъ что с0$5 = 0. Въ этомъ случаЪ прямая параллельна 
оси у-овъ, и всфмъ точкамъ прямой отвфчаетъь одно и то же значене 
абсциссы х. 

Если уравнене прямой дано въ общемъ видЪ (4), то всегда 


а 
Еб (6) 
и, если ху обозначаетъь уголъ, который образуетъ съ осью х-овъ перпен- 
дикуляръ къ прямой (нормаль прямой), то, каково бы ни было напра- 
влеше нормали, иметь мЪсто равенство 


р 
ев (7) 


{ри = 

Такимъ образомъ, уравненя 
ах фи с =0, 
фх— а =0, 


каковы бы ни были значенНя постоянныхъ а, В, с, 4, представляютъ собой 
уравненя двухъ взаимно перпендикулярныхъ прямыхъ. 


4. Въ послБдующемъ изложенми мы будемъ пользоваться равен- 
ствами двоякаго рода. Во-первыхъ, будутъ встрЪчаться таюя равенства 
между координатами х, у, которыя устанавливаютъ для этихъ координатъ 
нЪфкоторое ограниченте 1); таковы, наприм6ръ, уравнеше прямой, удо- 
влетворяющееся лишь т$ми значешями х, у, которыя являются координа- 
тами точки прямой; во-вторыхъ, мы будемь употреблять также и такя 
равенства межлу х, у, которыя справедливы для всЪхъ точекъ пло- 
скости; въ этомъ случаЪ обЪ части равенства являются, такъ сказать, 
лишь различными обозначенями одного и того же объекта. Тавя ра- 
ренства мы называемь тождествами или тождественными равен- 
ствами. Иногда является цЪлесообразнымь пользоваться различными 
обозначенями для этихь двухъ видовъ равенствъ. Въ такихъ случаяхъ, 
мы будемъ употреблять для тождествъ знакъ == (въ словахъ: „тожде- 
ственно равно“). 


*) Равенства именно такого рода и называются на русскомъ язык5 урав- 
нен1 ями. 
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8. Для простоты мы будемъ часто болфе сложныя алгебраическая 
выраженя обозначать одной буквой. Въ этомъ слупафъ мы имфемъ дЪло 
съ тождествами; такимъ образомъ, если мы положимъ 


== хзшо - ус05 + 0, 


то равенство /{ = 0 булеть уравненемъ прямой въ нормальномъ видЪ. 
Если же положимъ 


Е == ах Ву с 


то равенство (= 0 есть уравнеше той же прямой въ общемъ видЪ. 
Мы иной разъ булемъ пользоваться символами 4, (), какъ обозначенями 
самой прямой. Въ такомъ случаЪ, согласно 5 57 (4), имЪеть м5Бсто теорема: 


Если въ выражен!е „1, представляющее собою лЪвую часть 
уравнен!я прямой © въ нормальномъ видЪ, подставить коорди- 
наты х, у точки, не лежащей на прямой ©, то получится раз- 
стоян1е этой точки отъ прямой © (выраженное соотвЪтству- 
ющимъ перпендикуляромъ), съ отрицательнымъ или положи- 
тельнымъ знакомъ въ зависимости отъ того, лежить ли точка 
х, у съ отрицательной или положительной стороны прямой 2 


ВсЪ точки, равноотстояция оть двухъ данныхъ прямыхъ, лежатъ 
на двухъ биссектрисахъ угловъ, составленныхъ этими прямыми. 

Такимъ образомъ, если равенства „4, = 0, 4, =0 являются уравне- 
шями данныхъ прямыхъ въ нормальномъ видЪ, то равенства 


== 0, М.-Л, =0 
представляютъ собой уравненя обЪихъ биссектрисъ (не въ нормальномъ 
видЪ), а именно: первая изъ этихъ прямыхъ дфлитъ пополамъ какъ уголъ, 
расположенный по положительную сторону обфихъ прямыхъ, такъ и 
уголъ, расположенный отъ нихь въ отрицательную сторону; вторая же 


дфлить пополамъ углы, расположенные по положительную сторону отъ 
одной прямой и по отрицательную — отъ другой. 
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1. Если требуется найти точку пересЪченй 2) двухъ прямыхьъ, за- 
данныхъ уравненями въ общемъ видЪ: 
(Л ==ах + Ву- с, =0, 
[= ах - бус, =0, 


то величины х, у разсматриваютъ, какъ неизвЪстныя, которыя поллежатъ 
опред$ленйо изъ этихъ двухь линейныхь уравнений. 


5) Т. е., конечно, координаты точки пересфченЯя. 
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Согласно $ 39 1-го тома существуеть одна и только одна точка 
пересфченя, за исключешемъ того случая, когда опредЪлитель 416, — >в: 
равенъ нулю; тогда эти прямыя либо совпадають, либо же параллельны. 
Мы всегда можемъ принять, что либо коэффишенты аиа,, либо ко- 
эффишенты В, иб, оба отличны отъ нуля; ибо, если аи а, а. 
равны нулю, то необходимо 4, —0, такъ какъ а, и [, не должны обра- 
щаться въ нуль одновременно, такъ что р, и 6, отличны оть нуля. Если 
примемъ, такимь образомъ, что @, и а, не обращаются въ нуль, то при 
416, = а.в, получимъ тождество: 


о = а, — а, с. -- а,с, == 0, 


при чемъ будеть имфть мЪсто первый или второй случай 6) въ зависи- 
мости оть того, обрашается ли въ нуль выражене 4,:с, — @5с,, или иЪтъ. 


2. Для того, чтобы уравнены (/, =0, [/, = 0 представляли одну 
и ту же прямую, необходимо и достаточно, чтобы существовали два 
отличныхь отъ нуля числовыхъ множителя 1, то, для которыхь имфло 
бы м$сто тождество 


т О, + т. 0. == 0. (1) 


Для того же, чтобы прямыя (”, (/, были параллельны, необходимо и 
достаточно, чтобы могли быль указаны три отличныхь олъ нуля числа 
71, 1», ть. для которыхъ 


т, (, т. О, | т. =0. (2) 


3. Мы разсмотримъ теперь три прямыхъ лныи и положимъ 


(С: == ах Ну-с, 
О, =в ах + В - с», (3) 
У зу сз- 


Всегла можно опредЪлить три коэффищента т, ть, шз такь, 
чтобы выполнялись равенства 


ат. | ат, | азтз — 0; 
и, + Вт, + бт, — 0. 
Стоитъ лишь, согласно $ 41 1-го тома, положить 


на: ть: т. = (а,63 — @365} : (6, аб): (ав ав). 


5) Т. е. прямыя совпадаютъ или параллельны. Если ас, ас: -=0, то тождество, 
приведенное въ текстЪ, обнаруживаеть, что координаты точки, удовлетворяюция 
одному уравненю, удовлетворяютъ также другому, т. е. оба уравнешя выражаютъ 
одну и ту же прямую; если же а,с,—а.с, |0, то то же тождество обнаруживаеть, что 
координаты точки, удовлетворяющя первому уравненйо, не могутъ удовлетворять 
второму; уравнешя выражаютъ поэтому прямыя, не имъющщя точки пересфченя. 
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При этомъ если между тремя прямыми ([7,, (.,, (7, ньть двухъ параллель- 
пыхъ, то числа ти, т», тз отличны отъ нуля; но тогда изъ соотношенй (3) 
получается: 

та | тьбь + ть == тис, + т, с, + тТьс.. 

Если теперь эти три прямыя пересфкаются въ одной точкЪ, то су- 
ществуетъ пара значенй х, +, для которыхь (7, 0., (Г. одновременно 
обращаются въ нуль; тогда с; + тьс, + тьс. = 0, и, такимъ образомъ, 
должно существовать тождество: 


таб + т, + т, О. = 0. (4) 


Если, наоборотъ, выполняется это тождество, то въ точкЪ пересЪ- 
ченя прямыхъ (7, и [/, обращается въ нуль и [%, и, такимъ образомь, 
всБ три прямыя проходять черезъ одну точку. Отсюда мы получаемъ 
теорему: 

Услов!емъ, необходимымъ и достаточнымъ для того, чтобы 
три прямыя (7,, (),, 0, прохолили черезъ одну точку, является 
существован!е трехъ отличныхъ отъ нуля множителей 17,, 11», Из» 
для которыхь выполнялось бы тождество (4). 

Но теорема нуждается въ дополнени, такъ какь мы приняли, что 
среди прямыхъ [7,, (',, (', нЪтъ двухь параллельныхъ. Если выполняется 
тождество (4), и двЪ изъ этихъ прямыхъ пересфкаются вь нБкоторой 
точкЪ, то и третья прямая проходить черезъ ту же точку. Такимъ обра- 
зомъ, если двЪ изъ названныхъ прямыхъ параллельны, то и третья должна 
быть параллельна длвумь первымъ. Наоборотъ, изъ п. 2 слЪдуетъ, что 
можно удовлетворить тождеству (4), если три прямыя параллельны 7). 
Чтобы устранить это исключеше, говорятъ также, что параллельныя 
прямыя пересЪкаются въ безконечно удаленной точкЪ; тогда 
формулированная выше теорема справедлива всегда. 


4. Та же теорема иначе можеть быть выражена такъ: 
Если (7), (’, — двЪ данныя прямыя, то равенство 
И=т0, + пО, =0, 

гдЪ т, п постоянные множители, представляеть собою уравнеше н%- 
когорой другой прямой, проходящей черезъ точку пересЪчены прямыхь 
[1 и [,. Если т отлично отъ нуля, такъ что прямая {’ не совнадаетъ 
съ прямой {',, то можно замфнить (7 черезь ли’ и положить и — Ат. 
Этимъ путемъ мы придадимъ уравненно ‘простЪйиий видъ: 


ИА Ы,; 


т) Если три прямыя параллельны, то кромЪ тождества (2) имфетъ еще мЪсто 
тождество т", РС м." = 0: (2’) 
Умножая тождество (2) на ›„,’, тождество (2) на 1, и вычитывая, получимъ тож- 
дества (4). 
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если измЪнять въ немъ 1, то получатся всф прямыя, проходяшия черезъ 
точку пересфчешя прямыхъ (7 и (",, за исключемемъ лиши (75; можно 
считать ее соотвЬтствующей значенио й = хх 8). Совокупность всфхъ 
этихъ прямыхъ называется пучкомъ лучей; А носить назване пара- 
метра пучка. 


$ 60. ПримВненя къ геометр!и треугольника. 


1. Изь теоремъ, изложенныхь въ предыдущихъ параграфахъ, съ 
болыною легкостью могутъ быть получены теоремы о точкахъ пересче- 
Ня трансверсалей треугольника, выходящихь изъ его вершинъ. 

Положительныя направленя для сторонъ треугольника мы выби- 
раемъ такъ, чтобы движене по сторонамь въ этихъ направленяхъ отвЪ- 
чало направлентю положительнаго обхода; тогда внутрення точки тре- 
угольника лежать съ положительной стороны отъ всфхъ трехъ прямыхъ. 

Пусть 4, = 0, 4, = 0, 1, = 0 будуть уравнешя этихъ трехъ пря- 
мыхь въ нормальномъ видЪ. Тогда равенства 


Я; я от ь 
являются уравненмями биссектрисъ внутреннихъ угловъ, а равенства 
А =0, АА, =0 АА, =0 


уравненями биссектрисъ вн-шнихЪ угловъ ($ 58, 5). При этомъ имБютъ 
мЪЬсто тождества: 


(А, — 43) + — Ч)+ (4, 4) 
(А, г! т (4 а А) (А, 5 4.) 
первое изъ нихъ показываетъ, что биссектрисы трехъ внутреннихъ 
угловъ пересфкаются въ одной точкЪ, изь второго же явствуетъ, что 


въ одной точкЪ пересфкаются биссектрисы двухъ внЪшнихъ и третьяго 
внутренняго угловъ. 


0, 
0 


2. Если мы обозначимь черезъь а, а, а. три угла нашего тре- 
угольника, то для каждой точки высоты, опушенной на сторону {23), 
какъ видно изъ фиг. 58, будеть имфть м$сто равенство 


Л, : 4. = соза, : с05а,, 

в) Какъ мы уже имБли случай указать въ дополнеши 1 къ [ой книг -го тома, 
этими немногими словами не только нельзя обосновать, но и нельзя даже достаточно 
выяснить, почему въ указанномъ случаЪ А слфдуеть положить равнымъ ^> Это 
выясняется больше, если мы замфтимъ, что А есть отношене синусовъ угловъ, ко- 
торые соотвЬтствующй лучъ С образуетъ съ прямыми С, и (,; это отношене 
стремится къ безконечности, когда лучъ О неограниченно приближается къ сл- 
ню съ лучемь 0. 
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и поэтому уравненя трехъ высотъ имфютъ видъ: 
.с05, — Ч. соза, = 0, 
сова, — Л, соза, = 0, 
сова, - |. с0за, = 0. 
Если сложить ихъ лфвыя части, то получится выраженше, тожде- 


ственно равное нулю; этимъ доказывается теорема, что три высоты 
греугольника нересфкаются въ одной точкЪ. 


Фиг. 58. Фиг. 59. 


3. Лля лин, соединяющихъ вершины угловъ съ серединамн про- 
тивоположныхъ сторонъ, мы столь же легко получимъ уравненя: 


Лзта,  А.зта, = 0, , 
Аззти, — Ш зта, = 0, 


«эта, — фзта = 0, 
а изь тождества 


(Льзта, — Чата.) | (Ч.эта. — А изта,) 
+ СА, зта, — Л, зиь)==0 
снова вытекаетъ, что и эти три прямыя пересЪфкаются въ одной точкъ. 


4. Теорема Дезарга. Пусть С, (5, (С. будуть три прямыя 
пересфкаюцияся въ одной точкЪ. Если соотвфтствуюцие постоянные 
множители мы будемъ считать входящими уже въ выраженя П.О 
то мы можемъ положить: 


Ыб 4. (1) 


Возьмемъ теперь треугольникъ, вершины котораго лежать на пря- 
мыхь (Л, (,, (3, и допустимъ, что стороны этого треугольника имфють 


уравненя: и, 0, нм, = 0, и. = 0. 

Если нрямыя и., из должны пересфчься на прямой (,, то ($ 59, и 
лолжны существовать численные множители у., и, такого свойства, что 
Ор == ви, — пи. 

11 


Веберу, Энциклоп. элемент. гвометрт. 
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подобнымъ же образомъ мы получимъ тождества: 


0. 


03 == ти, — Из. 


|| 


То Из #7 Пи, 


Но, такь какъ прямыя м,, и,, из не пересЪкаются въ одной точк$. 
то изъ тождества (1) вытекаютъ равенства: И. = Шз, Из = т, #1 = °); 
такимъ образомъ, если мы снова включимь множителей т, п въ обо- 
значення 1, то можно положить: 


о о. 


Если теперь прямыя 9,, ©», ©; образуютъ второй треугольникъ, вершины 
котораго, равнымъ образомъ, лежать на прямыхъ (/,, (7, (., то полу- 
чимъ тождества 

О = и — =, 

== и, — Е — 9, (2) 


О = и, 5 И. =1 0, 
а отсюда: 
И — 9; ЕЕ И, — % = И; — 1; =. (3) 


Такимъ образомъ, равенство Г’= 0 есть уравнеше прямой, на которой 
пересфкаются три пары прямыхъ 1, 9,; Ш, 05; Из, 03 ©); это и соста- 
вляеть содержане теоремы Дезарга, которую можно формулировать сл$- 
дующимъ образомъ: 


Если вершины двухъ треугольниковъ расположены такъ, 
что три прямыя, соединяющйя соотв$тствующ!я вершины, пере- 
сЪкаются въ олной точкЪ, то три точки пересЪчен1я соотв$т- 
ствующихъ сторонъ лежатъ на одной прямой. 5 


Справедлива и обратная теорема. Въ самомъ дЪлЪ, если соотвЪт- 
ствующ стороны двухъ треугольниковъ перес$каются въ трехъ точкахъ, 
лежащихъ на одной прямой, то уравненя сторонъ треугольниковъ можно 


3) Въ самомъ дЬлЪ, тождество (1) принимаетъ видъ 
(ип), | (т, пн. Е @ь — ш)н, = 0. 
Если бы всЪ три коэффишента (т, п), (т, —п,\, (т, -п) были отличны оть 
нуля, то это означало бы, что прямыя и,, и,, и, проходятъ черезъ одну точку; 
если бы два коэффишента — скажемъ, первые два— были отличны оть нуля, а трей 
былъ бы равенъ нулю, то это означало бы, что прямыя и, ии, совпадаютъ; если бы, 


наконецъ, отличенъ отъ нуля былъ только одинъ коэффишенть - скажемъ, первый 
—то и, должно было бы тождественно обращаться въ нуль. 


1) Въ точкЪ пересьченя прямыхъ в, и т, разность н, —т, = равна нулю, 
т е. эта точка пересфчешя лежитъ на прямой Г =0 ит. д. 
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взять въ такой формЪ, чтобы выполнялись тождества (3), изъ которыхъ 
тогда обратно вытекаютъ тождества (2) и (1) ). 


$ 61. Теоремы Чевы и Менелая. 


1. Кром нормальнаго вида, мы будемъ разсматривать еще другой 
частный видь уравненя прямой, который получается изъ выраженя для 
площади треугольника ($ 67, (3)). Черезъ (а,, ,), (а», 6.) обозначимъ 
коорлинаты двухъ точекъ 1, 2 на прямой 2. Направлеше отъ точки 1 
къ ТочкЬ 2 примемь за положительное направлен1е этой прямой 
(фиг. 60). Пусть, далфе, р есть произвольная точка плоскости съ коор- 
динатами х, у. Тогда выраженше 


А = х(В, — В) За: — а) + ав, — в 


представляеть улвоенную площадь треугольника (12р) съ положитель- 
нымъ или отрицательнымъ знакомъ въ зависимости отъ того, лежитъ ли 
точка р съ положительной сторойы отъ прямой 2, или съ отрицательной. 


9 


Фиг. 60. Фиг. 61. 


Если точка р лежить на прямой 2, то Д = 0, и это равенство, 
такимъ образомъ, является уравнен1емъ прямой. 


2. Для того, чтобы дать примфръ примфненя изложеннаго, раз- 
смотримъ треугольникь 123, вершины котораго перенумерованы такъ, 


") Въ самомъ дьлЪ, положимъ, что уравненя соотв$тствующихъ сторонъ 
треугольника суть: 
ма == 0, ©’ = О; и,’ =0, ч’=0; в’ = 0, в’ =0. 
Если прямая /—0 проходить черезъ точку пересфченя первыхъ двухь пря- 
мыхЪ, то, какъ было показано выше, 
Рети ву, 
Если поэтому мы положимъ ти’ =, и п. 9,' =, то уравненя этой пары 
прямыхъ примуть видъ и, —=биз, =0, при чемъ Г =,м, —т,; такимь же образомъ 
мы приведемъ уравнешя остальныхъ прямыхъ къ такому виду, чтобы выполнялись 


тождества (3). 
11* 
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что внутренн{я точки треугольника лежать съ положительной сто- 


роны отъ прямыхь 23, 31, 12. Уравненя сторонъ этого треугольника 
могуть быть представлены въ слфдующей форм$: 


деф, — 2) — тбь — Па = в. ЭС 


= (р, В) (а. а)-азЬ ав =0, 
==. (0, — 0) — у ВЕ ав аб: — 0. 


С © 
29 © 
|| 


Если х, у суть координаты произвольной точки |, то А, В., А, пред- 
ставляютъ удвоенныя площади треугольниковъ (23р), (31р), (12р) (сь 
соотвЪтствующими знаками; поэтому если точка р лежитъ внутри тре- 
угольника, то всЪ три величины будуть имфть положительныя значен!я). 


3. Раздфлимь теперь сторону 23 нашего треугольника двумя точ- 
ками @,, @’ внутренне и внышне вь отношенм, равномъ отношению 
двухь отрЬзковь со: сз. Если при этомъ точка р лежитъ на лиНи 1а, - 
то площади треугольниковъ (1р2} и (1р3) находятс: въ отношении с» : Сз: 
въ самомь ДЪЛЬ, они имфюгь одно и то же основане 1р, а высоты 
ихь находятся въ отношеши с, :6Сз; отсюда заключаемъ, что для такой 
ПОЧКИ ЙЕ 25 6. :бз- 

ВмфстЪЬ сь тБмъь мы получаемь уравнене прямой (1а,} въ сл5- 
дующемъ вилф: 


2 бе. 


Раздьлимь теперь точно такъ же сторону 31 точками @., 6,’ въ 
отношени с. :с, и сторону 12 точками @., @’ въ огношенНи Су: 65; 
тогда мы получимь слфлующ уравненя шести прямыхъ, проходящихъ 
черезь точки дфленя и противоположныя вершины: 


5 8, = 0 8. Ч, 0 4, р = 0 (1) 
Са Сз мт: С. Г вс С з 
р 2 И А, й, 

0 - 0 - 0 й 
И ых. ый г = НЕ > (2) 


Но имфють мЪфста тождества 
4, 4 ) (^ 4, ) [е = 
и Са т т: ыы дви У 


ен 69 
[2 Сз Сз Ст Су сз 
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и еше два, имь аналогичныя, откуда вытекаеть предложенге, что каждая 
нзъ четырехъ системъ прямыхъ 


16, 2е, 3. 
Вора, За’ 
6, ‘бе, = а 
То, 28,, За 


обладаегь тфмъ свойствомъ, что составляюния ее гри прямыя 
перес$каются вь одной точкъ (фнг. 62). Это и есть (обобщенная) 
теорема Чевы. 

4. Разсмотримъ далбе прямыя, выражаемыя сл5длующими уравненями: 


+ 


| 4, 3 
жай — — 0, 
2 [7 С 


4 а р _ 
аа 2 о 
ея + ба \ С ее 


З 


Первое изъ этихь уравнешй удовлетворяется, если величины 


дновременно обращаются въ нуль, т. е. для точки @’; точно такь же 
УбЪжлаемся, что оно удовлетворяется и коорлинатами точекъ и’, а.'; эти 
три точки лежать, такимъ обра- Е 
зомь, на одной прямой. Вто- 
рое изъ уравнешй (3) удовле- 
творяется, равнымъ образомъ, 
координатами точки ,' и. сверхъ 
того, координатами точекъ а, ах, 
авы зиро. и точки о’, а, и. 
лежать на одной прямой; ана- 
логично этому находимъ, что 
точки @,, ау’, а., равно какъ и 
точки 4, @., а’  лежатъ на 
одной прямой (фиг. 62). Въ этомъ 
состоить теорема Менелая. 
Если въ треугольникЪ (123) 
произвольно взять точку а, иа 
сторонф (23) и точку а, на сторонЪ (31), то можно однозначно по- 
строить точку @., соединивъь прямыми точки Ти а. 2 иа., и, нако- 
нець, точку пересфчены эгихъ прямыхь съ точкой 3. Посльдняя соедини- 
тельная линя пересфкаеть сторону ( 12) вь точкб и.. Если затЪмъь соеди- 


Фиг. 52. 
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нить точки ©, и @,, то эта лия пересфкаеть прололжеше стороны (23) 
въ точкЪ @:’; такъ же можно построить и остальныя точки. Точки 2, 3 
и а, @,:’ представляютъ собой гармоническ!я пары точекъ. 


5$ 62. Окружность. 


1. Если а, Ви х, у суть координаты двухъ точекъ, то, по теоремЪ 
Пивагора, квалрать ихъ разстояня (7) выражается такъ: 


7? = (х — а + (у- 6). 


Такимъ образомъ, если а, В, с суть данныя величины, то всЪ точки 
х, у, координаты которыхъ удовлетворяютъ уравнен!ю 


К == (х — а) ()—5*-п=0 (1) 


лежать на окружности, описанной изъ точки а, В, какь изъ центра, ра- 
мусомъ с. Поэтому равенство К = О называется уравнен1емъ этой 
окружности въ томъ же смыслЪ, въ какомъ мы говорили объ уравнен!и 
прямой. Равенство (1) мы называемь нормальнымъ видомъ уравнен]я 
окружности. Общ вилъ [,=0 мы получимъ, если умножимъ К на 
произвольный множитель, отличный отъ нуля. 

Каждое уравнене вила 


т(х? - у?) + 2ах + 2Ву-у=0, (2) 


въ которомъ ть, а, В, у — данныя величины, есть уравнене окружности. 
Въ самомъ дфлЪ, если мы положимъ 


а=—та В=—ть у=т(а- № 0), 
то уравнене (2) приметъ видъ (1). Коорлинаты нентра этой окружности 
булуть а=- а/т, р = Вт, а ращусь с = Уа? + В ту/т. 


Такимъ образомъ, для того, чтобы рамусъ выражался вещественнымъ 
числомъ, необходимо, чтобы было ту < а? - В. Если ту = а? -- В, то 
с =0, и существуетъь лишь одна точка, координаты которой удовлетво- 
ряютъ уравнен!ю (2). Таюя окружности, которыя сводятся къ одной точкЪ, 
называются точечными окружностями. 


2. Если точка Р съ координатами х, у не лежить на окружности 
К, то для этой точки выражеше К не обращаегся въ нуль. Если мы 
обозначимъ разстояне точки х, у отъ центра черезъ г, то 


т? = (х — а" (у- 6}, 
К=- = О-о. (3) 


Эга величина называется степенью точки ху относительно окружности К. 
Степень точки относительно окружности можно различно интерпретиро- 


откуда 
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вать геометрически. Если точка Р лежитъ внЪ круга, то 7? — с? есть 
положительное число. Въ такомъ случаф можно провести изъ точки Р 
двф равныя по длинф касательныя { къ окружности; тогда изъ прямо- 
угольнаго треугольника О’ГР (фиг. 63) получится: 
с. 

Такимъ образомъ, степень точки Р есть квадратъ касатель- 
ной, которую можно провести изъ этой точки къ окружности. 

Согласно второму изъ выраженй (3), степень равна также произ. 
ведению двухъ отрфзковь РО.-РЖК, которые окружность отсфкаетъ на 


прямой, соединяющей точку Р сь центромъ. Это послфднее свойство 
степени сохраняется и въ томъ случаф, когла Р есть внутренняя точка. 


ы Р 


Фиг. 63. Фиг. 64. 


Въ этомъ случаБ степень имфетъ отрицательное значене, РО =с—ь, 
РК =с- г; такимъ образомъ, степень равна произведен1ю этихъ 
двухъ отрЪзковъ, взятому со знакомъ —^, или квадрату наименьшей 
прохолящей черезъ точку Р полухорды, также взятому съ отрицатель- 


нымЪъ знакомъ. 


3. Мы переходимъ теперь къ разысканио точекъ пересфченя окруж- 
ности К съ н$которой прямой &. Пусть прямая © проходитъ черезъ 
точку Р съ координатами х, у и пусть положительное ея направлене 
составляет1, съ положительнымъ направлешемъ оси х-овъ уголъ а. Обо- 
значимъ, далфе, черезъ 6, 17 координаты перемфнной точки 2 на прямой 
8 и черезъ 0 — разстояе Рл, которое будемъ считать положительнымъ, 
если точка л лежить оть Р сь положительной стороны прямой ©, и 
отринательнымъ — въ противномъ случаЪ. Тогда ($ 57, 5) 


5х = 0с05а, у —у= озта. 


Если теперь точка д лежить на окружности К, то коорлинаты &, т) 
должны удовлетворять уравненю 


| С 
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поэтому 
(осоза -лх — а)" | озша- у — 5—2 =0, 


и, наконець, раскрывая скобки, получимъ: 


--29((х и) соза-- (у эта) | ((х а-Р(у 5) с) -0. (4) 


Такимь образомъ, мы имБемъ квадратное уравнене относительно 0; два 
корня этого уравненя обозначимъ черезь 0,, 0.; на основаши предло- 
женя, ланнаго въ $ 46, 3, 1 тома 


010, = (х— а + (у 6—2; (5) 


итакъ, произведене 0,9, не зависитъ отъ угла а и равно степени 
точки х, у относительно круга. 

Это представляеть собой обобщеше указаннаго выше геометри- 
ческаго опредфленя степени точки относительно окружности. 

В Если мы обозначимъ черезъ г 
разстояне точки Р оть центра () 
окружности, черезь В  уголъ, ко- 
торый направлеше РО составляетъ 
съ положительнымъ направлешемъ 
оси х-овъ, и черезь 9 уголь 
а В, то 


а _х = гсозВ, 


р — * = кэш 
Фиг. 65. и, слфдовательно, 
(х @соза+ (у Озта= гс0$ 0. 


Уравнене (4) принимаеть ноэтому слБдующй видъ: 
0  20гс03 -- 1? - с" = 09, (6) 


къ которому можно также прилти при помощи теоремы косинусовъ 
($ 28, 4); легко видфть, что 0; и 0, представляютъ собой отрЪзки 
РО иРЕ. 
Дискриминанть этого уравнения (т. [, 5 43 (2)) равенъ 
4 (720529 7? { 6?) = 4(5* п 5?0). 

Онъ постоянно имфетъ положительное значене, если 72 < с*, т. е. если 
точка Р лежитъ внутри круга. Для внутренней точки оба корня 0,, 05, 
такимъ образомъ, всегда оказываются вещественными. Если же Р есть 
внЪфшняя точка, то о, и 0. только тогла могуть быть вещественными, 
когла $129 < с* г. Значеня зт® = < сг отвфчаютъ лвумъ выхолящимъ 
изъ точки Р касательнымъ къ окружности. 
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$ 63. Точки пересЪчен!я двухъ окружностей. 


1. Изъ геометрии извЪстно, что дв окружности могуть пересф- 
каться въ двухъ точкахъ. Если требуется опредфлить аналитически точки 
пересфченя двухь окружностей А,, К_, то рЪчь идетъь объ опредълеши 
значенй неизвЪстныхъ ху изъ двухь уравненй /^, =0, ^, 0, кото- 
рыя оба второй степени. Но особенное свойство этихъ уравненй со- 
стоить вь томъ, чго они могуть быть сведены кь одному уравнению 
второй степени, такь какъ члены второго измфреня вхолять въ оба 
уравненя одинаковымъ образомъ, а именно, съ коэффищентами. равными 
единиц. Всяфдстве этого разность А, И,. которая также обращается 
въ нуль вь точкахь пересфченя окружностей /,, №, есть выраженше 
первой степени, такъ что уравнене [/, — ^, — О представляеть собой 
уравненше прямой; такимъ образомъ, вопросъ сволится къ разысканйю 
точекь пересфченя н$фкоторой прямой съ одной изъ двухъ окружностей 12). 
Мы выведемъ теперь квадратное уравнене, къ которому приводится за- 
дача, непосрелственно изъ данныхъ уравнений’ А, = 0, А, = 0. 

2. Итакъ, пусть 


К, == (х а (у В) с, 
а о а 
Если мы положимъ 
Хх 4, = 6, ©083, 
9 =, = с, 9%, 


то для каждаго значення ++ выражене /, обрашается въ нуль; злфсь 
х, у суть координаты произвольной точки первой окружности, 4 уголь, 
образуемый раллусомь окружности, проходящимь черезъ эту точку, съ 
осью х-овъ. Подставивь эти выражен1я въ уравнеше второй окружности, 
получимь нфкоторое уравнеше относительно #}, которое удовлетворяется 
вь томь и только въ томь случаЪ, если точка х, у лежить на обфихъ 
окружностяхъ. Это уравнен1е имЪфеть вилъ 


(а, — а, - с, с0$#*) + В с: т) с = 0. 

Если обозначить черезъ с разстояне между центрами обЪихъ окруж- 
ностей, то с? = (а, —а,)* + (6, 5,), и предыдущее уравнене пре- 
образуется такъ: 

г еее - 2, (а, а) 05 -- (В, — 6.) т $ | = 0. 
Отсюда можно различными способами получить квадратное уравнене, 
напримфръ, относительно $1}, соз 9): или 1. Вычисленя будуть наи- 


?) Прямая К, К, 0 иприходить черезъ точки пересфченя окружностей; 
чтобы разыскать послФдНя достаточно, слфдовательно, разыскать точки перес5чешя 
одной изь окружностей съ этой прямой. 
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болЪе простыми, если мы, согласно 5 29 (11), положимъ: 


ы 2 
во -Ь со =, мир 


Въ этомъ случаЪ можно х, у выразить рашонально черезъ #: 


р 2 
2’ а. 


и, такимъ образомъ, величина + опред$ляетъ точку х, у однозначно. 
Для | получается тогда квадратное уравнене 


(2 са) а+в-+2с [а а №428 -54=0, 
или, если расположимъ лфвую часть по степенямъ {: 
Ве — сес — 26, а, — в] 4, ® — Е 
+ (© > в г 8 Е 2с, (а, ож а») == 0, 


которое можетъ быть разрфшено по общему методу. 


1 
Ее 


3. Составимъ еще дискриминанть ДП этого уравненЯя; 
о о | 
а 
онъ можеть быть разложенъ на множители слфдующимъ образомъ: 
р = —-4е-фа фе) ета -дел-а-ое-с-ы). 


Если мы примемъ, что с, = с,, то Г) будеть имЪфть положительное зна- 


чене, коль скоро 


вби 2, 


въ этомь и только въ этомъ случаЪ, слфдовательно, обЪф окружности 
будуть имбть вещественныя точки пересфченя; этотъ результатъ ясенъ и 
геометрически. 

Если е = с, | с, или е=с.—с., то О) обращается въ нуль; объ 
точки пересЪченя сливаются при этомъ въ одну точку касанйя. 


5 64. Центры подобя и оси подоб1я. 


1. Двъ не пересъкающяся окружности К., А» имфютъ четыре общихъ 
касательныхъ, изъ которыхь лв мы называемъ внутренними, и двЪ 
внфшними. Точки пересфченя а, а’ общихь касательныхъ съ прямой, 
соединяющей центры 71., №. (ее мы будемъ называть центральной 
линей), дЪлить разстояне между центрами внутренне и внфшне въ отно- 
шени, равномъ отношеню радусовъ, что вытекаеть изъ подобя тре- 
угольниковъ и, а, тп,а и тп, а, тп, а’ (фиг. 66). 
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Точки а, а’ называются центрами подоб1я обфихь окружностей, 
и именно, одна внутреннимъ, другая внфшнимъ. 

Эти точки а, а’ существують и въ томъ случаЪ, когда окруж 
пости пересфкаются 13); но при этомъ обиия касательныя къ обфимъ 
окружностямъ исходятъ 
лишь изъ  внФиняго 
центра подоб1я. 

Если одна изъ окруж- 
ностей лежитъ внутри 
другой, то и тогда также 
можно найти два центра 
подобя, но оба они 
лежать во внутренней 
окружности, и ни че- 
резъ одинъ изъ нихъ 
не проходятъ касательныя къ окружностямъ. 

Во всЪхъ случаяхъ эти точки можно найти, если провести въ обЪихъ 
окружностяхъ параллельные щаметры и соединить попарно ихъ конечныя 
точки. 


Фиг. 66. 


2. Разсмотримъ теперь систему трехъ окружностей Е 
съ ращусами С1, С», сз, съ центрами т., т‚, тз, имфющими, соотвЪт- 
ственно, координаты @,6,, 4,6., а,6. и не лежащими на одной прямой; 
лля каждой пары этихъ окружностей существують центры подобя, 
которые мы обозначимъ, соотвфтственно, черезъь с,а,’, аа,', а.а.’; они 
дфлять стороны треугольника т, т.т. внутреннимъ и внышнимъ обра- 
зомъ въ отношени (,:63, 63:0С:, 1:6), и мы можемъ примфнить къ 
этому треугольнику теорему Менелая ($ 61, 4). Въ силу послБдней = 


точки @,’а’а,’ лежатъ на одной прямой ^“, 


> а, 4 @з » л к] ” 4, Й 
: 

” [22 [#2 а п т п ” И 

к ИеТНЯ Пе. 


эти четыре прямыя называются осями подоб!я трехъ окружностей и, въ 
частности, / внЪшней, а остальныя три внутренними осями подобИя. 
, Если мы, какъ въ 6 61, 2., положимъ: 


‚==х(р, —ф,) - у(а, — аз) + а5в, — аз, 
ДА == хр. —В,) у; — а) 4.6 — а, 6, 
8 — х (В, 3 [9 (а фа) а, В, = аз, 


8) Т. е. существують точки, дфлящёя разстояне между центрами внутренне 
и внЬшне въ отношени радусовъ. 
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то уравнеше внЪыиней оси подобя можно булеть представить въ вилф !"): 


д и м 
1 2 з ы 
оо, 
С [1 
уравненя же трехь внутреннихь осей получагся изъ него нослфдова- 


тельной замфной с:, с», с, черезъ @ С, Фе 


5 65. Радикальныя оси и радикальный центръ. 


1. Пусть 
К, = (х — а (и — В сп =0, 
Ко ==(х а. + (т в, — с =0 


будутъ уравненями двухъ неконцентрическихь окружностей въ нормаль- 
номъ видЪ. Тогда разность 


К № ==9%(а, а) +2 В) (1) 
и 41? ИЕ р. ? ПЕ р. в -- 62" 


представляеть собой выражене первой степени относительно м и у, и 
уравнене 

А, —Ё, =0 {2) 
выражаеть, такимъ образомъ, прямую линшю; эту прямую мы будемь 
называть радикальной осью этихъ двухь окружностей. Она предста- 
вляеть собой геометрическое мфсто точекъ плоскости, имфющихъ 
одну и ту же степень относительно обЪфихъ окружностей. 

Равенство (2) выполняется, если величины К; и №, 06 обраша- 
ются въ нуль. 

Такимь образомъ, если окружности пересфкаются, то ихь ради- 
кальная ось проходитъ черезъ точки пересфченя. Поэтому эта линя назы- 
вается также обшей хорлой обфихъ окружностей. Это выражене, 
вь точномъ смыслБ слова, иримфнимо лишь въ томъ случаЪ, если окруж- 
ности пересфкаются въ двухь точкахь. Если же онф касаются другь 
друга, то радикальная ось является ихъ общей касательной. 

Радикальная ось периендикулярна къ центральной лини. Въ самомь 
длЪ, если мы обозначимъ черезь « уголь, образуемый нормалью къ 
радикальной оси и осью х-овъ, то изъ соотношеня (1), на основании 


$ 58, (7), получимъ: 
га = В 3 
Ч а 


такимь образомь, эта нормаль имфеть то же наиравлене, что и цен- 
тральная лиш. 


14) См. $ 61, 4. 
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2. Относительно взаимнаго положены двухъ окружностей мы булемъ 
различать три случая сообразно сь тЪмъ, пересфкаются ли эти окруж- 
ности, или меньшая изъ нихъ лежитъ внутри большей, или, наконецъ, 
обЪ окружности расположены одна внЪ другой. 

Если черезъ с мы обозначимъ разстояне между обоими нентрами 
и лопустимъ, что с, > с›, То упомянутые три случая характеризуются, 
соотвфтственно, слфлующими соотношенями: 


1) ее Е. 
2) об: 
3) рос. 


| 


Если черезь $ обозначить разстояне нфкоторой точки центральной 
лини оть центра 1п, первой окружности, считая это разстояне положи- 
гельнымъ въ направлени отъ и къ ш,, то лля точки пересфченя рали- 
кальной оси съ нентральной линей получится соотношене 

ес, 
откуда 
РР НЕС В 


Изъ этого соотношеня мы прежде всего усматриваемъ, что $ по- 
стоянно имфеть положительное значене. Такимь образомъ, радикальная 
ось, если смотрфть изъ центра болышей окружности, расположена всегла 
со стороны центра менышей окружности. 

Въ случаЪ 1) изъ соотношеня 

БЕ ИЯ = с? ии. (1 С) (с, ©») 


е ( Г. 


замфняя въ немъ справа сумму с, | с, менышимъ числомъ г, а затфмъ 
разность с, с, болыпимъ числомъ е, получимь: 


а - 
илн, принимая во внимане соотношене (1): 


ЕС, = © < ое ЕО с 92 
Такимь образомь, & заключается между 1е ис, и радикальная ось 
проходить между центрами обЪихъ окружностей, но ближе кь центру 
меныней изъ нихъ. 
Въ случаЪ 2) с, < с, с и, слдовательно, 


(=) 


й О лы 
Ве — е ре“ 2с,, 


гакь что раликальная ось лежитъ внф обфихъ окружностей, со стороны 
меньшей изь нихъ. 
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Вь случа 3), замфнивь въ соотношени (3) с; с, бблынимъ 

числомъ г, нолучимъ: 
Е очи 
и, слБдовательно, 
В а 

Такимь образомъ, радикальная ось въ этомъ случаБ проходить 
между обЪими окружностями, и притомъ ближе къ большей изъ нихь, 
чфмь къ меньшей. 

3. Обратимся теперь къ систем трехъ окружностей 1, А», Аз, центры 
которыхъ не лежать на одной прямой. Обозначимъ черезъ ри, р», рз 
радикальныя оси каждой пары окружностей этой системы; тогда равенства 


Ку А;=0, К, — А, =0, К, -- К, =0 
будуть служить уравненями этихъ осей. Но, такъ какъ 
(А, Кэ)-+(К, М)-+(И, К,) =0, 


то, очевидно, всЪ три оси пересфкаются въ одной точкЪ; эта точка на- 
зывается радикальнымъ центромъ трехь окружностей. Мы обозначимъ 


Фиг. 67. Фиг. 68. 


ее черезъ Р. Эта точка иметь одну и ту же степень въ отношени 
всфхь трехь окружностей, и притомъ является единственной точкой, 
обладающей этимъ свойствомъ. 

Если радикальный центръ лежитъ внф одной изъ окружностей, то 
онъ лежитъ также и внф остальныхъ двухь окружностей, и изъ него въ 
этомъ случа6 могутъ быть проведены къ тремъ окружностямъ шесть 
касательныхъ, всЪф одной длины. 

Такимъ образомъ, шесть точекъ касан1я лежатъ на н5ко- 
торой окружности, имфющей центръ въ точкф Р. Эта окружность 
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называется ортогональной окружностью данныхъ трехъ окружностей, 
такъ какъ въ точкахъ ея пересЪченя съ каждой изъ данныхъь окружностей 
касательныя къ обфимъ окружностямъ взаимно перпендикулярны (фиг. 67). 

Если же радикальный центръ лежитъ внутри одной изъ трехъ 
окружностей, то онъ лежитьъ также внутри двухъ остальныхъ, такъ какъ 
онъ имфеть въ этомъ случаф отрицательную степень относительно всфхъ 
трехъ окружностей; ортогональной окружности въ этомь случаЪ не су- 
ществуетъ (фиг. 68). 

Послднй случай, когда ортогональной окружности не существуетъ, 
т. е. когда степень точки Р въ отношенм всфхъ трехъ окружностей 
есть отрицательное число, можетъ имфть мфсто лишь тогда, если любыя 
двЪ изъ данныхъ окружностей пересЪкаются въ двухъ точкахъ 
и притомъ такъ, что третья окружность раздфляетъь эти дв 
точки перес$чен!я. 

Въ самомъ дфлф, если двЪ окружности, — напримфръ, А,, К, - не 
пересфкаются, то степень любой точки радикальной оси |,, а, слБдова- 
тельно, и точки Р имЪеть положительное значенге. Если же эти двЪ 
окружности пересфкаются въ двухъ точкахъ а, В, то только для точекъ 
отрфзка аВ степень будетъ отрицательной; а потому, если степень точки р 
также имфеть отрицательное значеше, то послЪдняя необходимо лежитъ 
на отрЪзкЪ ав. 

Если мы будемъ перемфщать точку х вдоль прямой |,, то разность 
К; И, обратится въ нуль одинъ разъ, а именно въ точкв Р, и при 
переходЪ черезъ Р’ эта разность мфняеть знакъ. Такимъ образомъ, если 
точка Р лежить между точками а и В, то разность К, — К\, а, слфдова- 
тельно, и само выражене К, — должны имфть въ точкахъ а, В различные 
знаки 1°), т. е. изъ этихъ точекъь одна должна лежать внутри, а другая 
внф окружности [.. 

$ 66. Эллипсъ. 


1. Окружность опредфляется, какъ совокупность (геометрическое 
мЪсто) всфхъ точекъ, равноотстоящихъ отъ нфкоторой постоянной точки, 
называемой центромъ. Мы обобщимъ теперь это опредфлене, замфнивъ 
въ немь одну постоянную точку двумя, которыя мы будемъ называть 
фокусами, и опредфлимъ 


эллипсъ, какъ геометрическое м$сто точекъ, для которыхъ 


сумма разстоян!Й отъ двухъ фокусовъ есть постоянная вели- 
чина 16). 


) Въ точкахъ аи В К, =0, а потому, если разность К, — К, имфетъь въ 
этихъ точкахъ противные знаки, то и К, имЪетъ въ этихъ точкахъ различные знаки. 
*) Если фокусы совпадаютъ, то эта сумма представляеть собой двойное 
разстояне точки кривой оть двойного фокуса; это разстояне будеть имъть 
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2. Изъ этого опредфленя прежде всего можно вывести способъ 
вычерчиван!я эллипса, который почти столь же простъ, какъ и способъ 
вычерчиваня окружности съ помощью циркуля (фиг. 69). 

Въ обоихъ фокусахъ [ и |’ укрфпляють два штифта. Затфмъ свя- 
зываютъ нитку въ замкнутое кольцо, длина котораго 2а + 2с больше, 
чфмъ удвоенное разстояне 4с между обоими фокусами. и кладутъ эту 
петлю такъ, чтобы она 
охватила оба штифта 
въ точкахъ [и /”. Да- 
лЪе, съ помошью пишу- 
щаго штифта р вытяги- 
ваютъ эту петлю въ тре- 
угольникъ (/}’р) и ве- 
дуть пишущй штифть 
по плоскости чертежа, 
при чемъ нитку все вре- 
мя держатъ натянутой. 
Штифть р тогда опи- 
шетъ эллипсъ, такъ какъ 
мы предполагаемъ нитку нерастяжимой, потому периметръ треугольника 
(/’Ь) и, слфдовательно, сумма сторонъ ГЬ-Е ГЬ сохраняютъь одну и 
ту же величину. Кривая тфмъ боле похожа на окружность, чфмъ ближе, 
при той же длинф нити, лежать другъ къ другу фокусы. 

3. Если мы хотимъ вмЪсто указаннаго способа черченя эллипса 
съ помощью нити имфть точное построене, то нужно поступить 
слфдующимъ образомъ (фиг. 70): изъ одного фокуса: 
напримфръ, изъ точки /’, проводимъ въ произвольномъ 
направлени лучъ ть © и на немъ откладываемъ отрфзокъ 
2а. Затмъ соединяемъ точки хи } и полученный отрф- 
зокъ дБлимь пополамъ; пусть серединой его будеть 
точка р. Перпенликуляръ Бр, возставленный къ отрЪзку 
= въ его серединф, пересфкаетъ отрфзокь их". въ нЪ- 
которой точкф р, принадлежащей эллипсу, такь какъ 
треугольникъ (Гр=) равнобелренный и, сл$довательно, 


5: 


Фит. 69. 


9 


Гр+ Ур =Г® = 24. Такимъ образомь при данныхь 
фокусахъ и данной длинф 21 на кажломъ лучЪ, исхоля- 
щемъ изъ /[”’, можно найти одну и только одну точку 
эллипса; длина отрФзка Гр всегда меньше 2а. Кривая 
поэтому замкнута и заключена ифликомъ внутри окружности, описан- 
ной изъ точки [’ радусомъ 24. 


фиг. #0. 


постоянное значеше, и въ этомъ смысл предыдущее опредЪлене представляеть 
обобщене опредфленя окружности. 
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4. НЪкоторыя друмя свойства эллипса вытекаютъ непосредственно 
изъ опредФленйя. 

Если точка р принадлежить эллиису, то и точка р’, которая пред- 
ставляеть собой отражене точки | отъ лини /.4’, соединяющей фо- 
кусы, также лежитъ на кривой, ибо 


АВеАаиА: р-р; 
равнымь образомъ лежить на кривой и точка р", которая получается 
отражешемъ точки | отъ перпендикуляра ВВ’, возставленнаго къ отрЪзку 
Г въ его серединЪф. ОбЪ взаимно перпендикулярныя лини А.А’ и ВВ» 
дфлятъ, такимъ образомъ, эллипсъ на четыре симметричныя и кон- 
груэнтныя части (фиг. 70). 

Точка М, лежащая по серединф между [и Г’, называется центромъ 
эллипса. Лини 4. и ВВ’ называются главными осями, а точки 1, /”, В, В’, 
въ которыхъ оси пересфкаютъ кривую, ‘вершинами эллипса. ОтрЪзокъ 
АА’ имъетъ длину 2а; въ самомъ дфлЪ, такь какь „1 есть точка кривой, 


то а Ее ГА =2а; вслфдстые же симметрии РА = |’ А’. Слфдовательно, 
АРА — АЯ Эа. 


Отрфзокъ 4.4” называется большой осью эллипса. 
Отрфзокъ ВВ” носитъ назване малой оси и обозначается черезъ 26. 
Длины А1.4=а, МВ В называются также большой и малой полуосями. 


ДалЪе, отрфзокъ А{/ = А] = с называется линейнымъ эксцен- 
триситегомъ эллипса. Отношене же с къ а, т. е. дробь 


с 
[@ 


е = 


называютъ численнымъ эксцентриситетомъ. Такимъ образомъ, въ 
то время какъ линейный эксцентриситетъ есть отрфзокъ, длина котораго 
можеть быть выражена въ какой-нибудь единиц длины, численный экс- 
центриситеть является просто числомъ и притомь правильной дробью. 
Ч$мъ меньше эта дробь, тфмъ ближе по виду эллипсь подхолитъ къ 
окружности. Окружность есть эллипсъ съ эксцентриситетомъ, равнымъ 
нулю. Такъ какъ ГВ-- /В -- 24, то } В = а, и изь ирямоугольнаго тре- 
угольника ВА}, согласно Пивагоровой теоремЪ, получается соотношенЕ: 


а = 2. (1) 


5. Лучь, выхоляций изъ центра, встрфчаеть эллипсъ постоянно въ 
одной и только въ одной точкБ: дЪйствительно, если мы будемъ пере- 
мЪнную точку Р двигать по этому лучу, начиная отъ центра, постоявно 
въ одномъ и томъ же направлен, то сумма РУРК, начиная со зна- 
ченя 2с, будетъ безпредфльно возрастать и одинъ разъ приметь каждое 
значене, большее 2с, въ томъ числЪ и значене 2 д. 


Веберъ. Энциклоп. элемент. геометри. 12 
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Если продолжать лучъ въ обратную сторону, то опъ снова встр+- 
тить кривую на такомъ же разстояни оть центра, но съ другой стороны. 
Отрфзокъ, лежаший между этими двумя точками пересфченя, называется 
д1аметромъ эллипса. 


5 67. Гипербола. 


1. Построеше, которое было нами указано въ п. 3 предыдущаго 
параграфа, можетъ быть выполнено также и тогда, когда @ меньше с. 
Но въ этомъ случаБ оно приводить къ другой кривой, точки которой р 
удовлетворяють тому условно, что разность У — УЬ равняется посто- 
янной величин 2а. Эта кривая называется гиперболой (фиг. 71). 


р 


Фиг. 71. Фиг. 72. 


: и 
ЗдЪсь при нёкоторомъ опредфленномъ направлении луча }’с (фиг. 72) 
лучи [с и [о могуть оказаться взаимно перпендикулярными 17); тогда 


лучи Ре и Рр становятся параллельными, и точка р отодвигается на без- 
конечное разстоянге. 


Если обозначимъ уголъ Г} черезъ $, то упомянутый случай 
иметь мфсто тогда, когда с0з3 = а/с. Опредфляемое этимъ соотноше- 
нГемъ направлене называется асимптотическимъ направленйемъ. Если 


уголь 9: взять еще больше, то линя рр уже не встрфтитъ луча ие. но 
пересфчетъ въ нёкоторой точкЪ р’ его продолженше въ обратную сторону; 


для этой точки р Гр’=2а. Такимъ образомъ получается вторая 
вфтвь, представляющая отражене первой и составляющая вмфстф съ 
первой полную гиперболу (фиг. 71). То обстоятельство, что обЪф вфтви 
гиперболы другъ съ другомъ связаны, было извфстно уже Аполлон!ю. 


17) Какъ и въ предыдущемъь параграфЪ, черезъ 2 здфсь обозначена точка, 
отстоящая отъ /’ на разстояше /’2 = 2а. 


р ыы нь ке 
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Точки /, 1’, въ которыхъ кривую пересфкаетъ линя р называются 
вершинами гиперболы. Разстояе между ними А’, равное 24, назы- 
вается главной осью гиперболы. Средняя точка М оси называется цен- 
тромъ гиперболы, а перпендикуляръ Къ оси, возставленный въ центрь 
и не встрёчающий вовсе кривой, называется мнимою осью. 


$ 68. Уравнене эллипса и гиперболы. 


1. Для того, чтобы выразить эллипсъ по методу аналитической 
геометри н$фкоторымъ уравненемъ, намъ нужно лишь выразить форму- 
лами указанное построен!е. 


Мы выбираемъ систему координатъ такъ, чтобы началомъ служилъ 
фокусъ ]”, а положительное направлене оси х-овъ совпадало съ направле- 


у 


немъ оть точки и къ точкЪ и При этомъ положительнымъ направле- 
немъ оси у-овъ, перпендикулярной къ оси х-овъ, мы будемъ считать ея 
направлене снизу вверхъ. 

Обозначимъ черезъ х, у координаты точки р и черезъ г, г’  раз- 


стояня р, р/. Тогла 
= у; (1) 


если же р есть точка нашего эллипса, то 
+’ =2а. (2) 


Если теперь черезъ 17 обозначить уголъ, составляемый лучомъ ГР 
съ положительнымъ направлешемъ оси х-овъ, то 


х = 10547, у = гзш 9, (3) 
откуда, согласно теоремЪ косинусовъ ($ 28, 4), 
= 46? 47сСс055:. (4) 
Въ силу соотношеня (2), 
т’? = 44%  4аг- т, 
и, слфловательно, согласно равенству (4), 
г(а — ссоз 0) = а? — 2: ° (5) 
такъ какъ ($ 66, (1)) 4? - с? = [2, то 


р? 
= 
Я — сс0$9 


Это и есть уравнен{е эллипса въ полярныхъ координатахъ. 
12* 
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Оно можеть быть еще упрощено, если положимъ р: а=р, с:а=е; 
тогда получимъ: 


р 
1 —2с039'°_ (6) 

Число е мы уже выше назвали численнымъ эксцентриситетомь. 
ОтрЪзокъ 2р носить назвайе параметра эллипса. Число р есть то зна- 
чене, которое г принимаетъ для 3 = л/2 (с0533 = 0), и, слфдовательно, 
2р есть длина хорды эллипса, перпендикулярной въ точкЪ ДГ’ (или Г) 
кь большой оси. 

Такъ какъ эксцентриситетъ с всегда есть правильная дробь, то число 
1 —2с034% всегда иметь положительное значене. Если е = 0, то, со- 
гласно уравненпо (6), г = р, т. е. г становится постояннымъ, и кривая 
превращается въ окружность. 


2. Для того, чтобы получить уравнене эллипса въ прямоугольныхъ 
координатахъ, мы прежде всего изъ соотношенй (5) и (3) выведемъ 
равенство: 

аг= в сх; 


возводя обЪ части его въ квадратъ и принимая во внимаНе соотношене 
(1), получимъ: 
а (м? у?) = й + 25 х + см, 
ИЛИ 
а о а 


ВмЪсто этого мы можемъ также написать: 
(хо ат = АР, 
или, такъ какъ 2 (2 = а, 
08 (х — 2) а = @Р. (7) 


Если мы перейдемъ къ другой системЪ координать л:, у„, - именно, 
сохранимъ то же направлене осей эллипса, а начало перенесемъ въ центръ 
эллипса, то будеть х, =х с, у, =у; уравнеше эллипса, отнесенное къ 
новой систем координатъ, мы получимъ въ слБдующемъ видф; 


или же 
И а 


а! (8) 


3. Переходя къ гиперболЪф, мы замфчаемъ, что двЪ ея вфтви под- 
чинены различнымъ условямъ, — именно, для той изъ нихъ, которая 


| 


ыыы $ 


-$ 


аа - мижосжниь, 


—> 
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огибаеть фокусь [’ (мы будемъь ее называть первой), имфеть мЪсто 
соотношен!е 
Р=у-2а, (9) 
лля другой — 
= Р— 24. (10) 


Если мы въ уравнени (4), согласно соотношеню (9), положимъ 
7’? — 12 -- 4ат | 4а*, 
то для первой вфтви получимъ: 
г(а + ссоз 9) = 6 а*; (11) 
и если же въ послфднемъ равенствф положимъ: 


2 
И, т р, 
то получимъ: 
у т 12) 
1 + есоз9 ( 

Это уравиеше построено совершенно аналогично уравнен!ю (6). Можно 
его представить даже въ такой же точно формЪ, если замфнить 3) черезъ 
л — 3. Число е, которое въ этомъ случаЪ больше единицы, по прежнему, 
называется численнымъ эксцентриситетомъ. Параметръ р и здфсь 
также представляеть собой длину хорды, перпендикулярной къ главной 
оси въ фокус$. 

Для второй вфтви, огибающей точку ], получимъ, полагая 


РЗ = р? — 4аг-{ 402, 
уравнене: 


г (с со$ + а) = 62 — а?, (13) 
или 


й == й Е (14) 


ес037 1 
Такимь образомъ, г обращается въ безконечность, если 


1 а 
с0$ &} = = А 
е С 


. Ь р 
п 9: = —, © == й 
С а 
уголъ, удовлетворяющй этимъ соотношенямъ, опредфляетъь асимито- 
тическое направлен1е. Асимплотическое направлеше для первой вЪтви 
получается (согласно равенству (12)), если положить с0$3 = 1:6. 
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4. Если, согласно равенству (11), лля первой вфтви положимъ 
же. 
а для второй, согласно равенству (13), 
— аг=6? — сх, 


то, возвышая въ квадрать, получимъ для обфихъ вфтвей одно и то же 
уравнение: 

92 (^? + у?) = р РА. сх с2х?; 
откуда, замфщая с* — 4? черезъ $? и [* черезъ 626? — а?р?, найдемъ: 


ра? — ду? — 2срх | [с = а, 
или, наконецъ, 
Р(х— 6 —- ту = а. 


Если ноложимъ теперь х—с=х:, у=у:, то получимъ уравнене ги- 
перболы, отнесенное къ главнымъ осямъ, какь осямъ координать, въ 
слфдующемь видЪ: 
ей 2. 41 (15) 
ЙЕ ф 
Это уравнеше имфеть мёсто для обЪихъ вЪфтвей гиперболы; безъ 
помощи радикаловъ невозможно найти уравнене, отнесенное къ прямо- 
угольной системф координатъ, которое выражало бы лишь одну изъ 
двухь вфтвей. Такимъ образомъ, и въ аналитической геометри обЪф вЪтви 
также связаны другь съ другомъ, какъ части одной кривой. 


5 69. Парабола. 


1. Если ги 5 суть полярныя координаты нфкоторой перемфнной 

точки ($ 57, 4), то уравненями вида 

лы р г 

Г ТЕесой: С 
выражаются какъ эллипсъ, такъ и гипербола. Для того, чтобы получить 
въ этомъ видЪ уравнене эллипса (6 68, (6)), достаточно лишь зам Бнить 57 
черезъ л — &\, т. е. повернуть всю фигуру вокругь оси у-овъ. Полюсомь 
системы координатъ служить одинъ изь фокусовъ; е есть положительное 
число, которое въ случаф эллипса меньше единицы. Если придать пара- 
метру р постоянное значеше и представить себф измфняющимся число г, 
то получится ифлый рядъ кривыхъ, проходящихъ черезъ двф постоянныя 
точки и’ = р, 3: = Е л/2; между этими кривыми будутъ какъ эллилсы, 
такъ и гинерболы. Значеню с = 0 отвфчаеть кругъ ралуса р (фиг. 73). 
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2. Разсмотримъ теперь, какое значеше имфетъ это уравнеше при 
е = 1. 

Въ этомъ случа мы получаемъь кривую, находящуюся между 
эллипсомь и гиперболой, и носящую назваше параболы (жирно на- 
черченная кривая на фиг. 73). 


При с =1 уравнене даеть: 
7(1- соз) =р; 
положивъ здфсь гс0$3 = х, получимъ: 
г=р—* (1) 


Это уравнене прежде всего даеть возможность указать способъ 
образован!я параболы. Отложимъ на положительной части оси х-овъ 


Фиг. 73. 


отрЪзокъ р и вь концф его возставимъ перпендикуляръ Ш (фиг. 74). Эта 
линНя называется направляющей лин1ей или директрисой параболы. 


Если взять произвольную точку л съ абсциссой х, то величина 
р —х выражаетъ разстояше этой точки отъ директрисы; а такъ какъ 7 
означаеть разстояе этой точки оть фокуса Я, то изъ уравненЯ (1) 
вытекаетъ, что парабола есть геометрическое м$сто точекъ, равно- 
отстоящихъ отъ фокуса и отъ директрисы. 


3. Для того, чтобы построить точку параболы, лежащую на произ- 
вольно заданномъ лучЪ г. беремъ на этомъ луч произвольную точку р, 
проводимъ черезъ нее прямую хр, параллельную оси х-овъ, откладываемъ 
отр%зокь 2 = [=, такь что полученный треугольникъ /=Ъ будетъ равно- 
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бедреннымъ. Прямая ЬГ пересфкаеть директрису /) въ нЪкоторой точкЪ Ё, 
черезь которую также проводимъ прямую, параллельную оси х-овъ. Эта 
послфдняя нересЪфкаетъь прямую 8 въ нфкоторой точкЪ л, принадлежащей 
кривой; въ самомъ дфлЪ, треугольникъ [К подобенъ треугольнику [ор 
р и потому также является равнобедреннымъ 
9 2 Этимъ способомь можно найти произволь- 
ное число точекъ кривой, черезь которыя 
л можно уже отъ руки провести кривую съ 
желаемою степенью точности. Кривая сим- 
метрична относительно оси х-овъ. Точка 
р. Л, въ которой она пересфкается осью, на- 

зывается ея вершиной (фиг. 74). 


4. Если мы хотимъ получить урав- 
ненйе параболы въ нрямоугольныхъ коор- 
р динатахъ, то достаточно возвести уравне- 
Фиг. 74. В 
не (1) въ квадрать и положить въ немь 
72 = х? + у?. Такимъ образомъ мы получимъ уравнене 


м=р  2рх, (2) 


которое содержитъ во второй степени только одну изь двухъ коорди- 
натъ, а именно у. 


5. Это уравнене можно также представить и въ такомъ вид%: 
(3) 
о, (. — 0, й 


или, если положить Х  р/2 = х,, У=У,, вь вилЪ: 
2 + 2рлх, = 0. (4) 


Въ этомъ случаЪ х,, у, являются координатами точки, отнесенными 
къ системЪ координатъ, начало которой совналаеть съ вершиной; по- 
этому уравнене (4) называется уравнемемъ параболы, отнесеннымъ къ 
вершин$. Уравнене 

3 * — 2рл, =0 (5) 


представляеть параболу, которая конгруэнтна первой и является ея отра- 
женемъ отъ оси у-овъ, такъ что отверстя ихъ обращены въ противо- 
положныя стороны. 


6. Если возьмемъ уравнене эллипса вь видЪ ($ 68 {7)): 


(хх — в) а" = ам, 
положимЪъ въ немЪ 


ера оф ное ар) 
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а также (х — с)? = ^^? — 2сх - 62, и раздфлимъ его на с?, то получимъ: 


еду кк 


Если предположить, что с возрастаетъь безконечно, то дробь р:с 
стремится кь нулю, и въ предБлЪ мы получаемъ уравнеше 


у арх = 


которое при замфнЪ х черезь — х переходитъ въ уравнене (2) параболы. 

Такимъ образомъ, если, оставляя неизмфнными одинъ изъ 
фокусовъ эллипса и его параметръ 2р, мы другой фокусъ уда- 
лимъ на безконечное разстоян1е, то эллипсъ перейдетъ въ па- 


раболу. 
Такимъ же образомъ можно параболу получить и изъ гиперболы. 
Три вида кривыхь: — эллипсъ, гипербола и парабола ^извЪстны подъ 


общимъ названемъ коническихь сфченйй. 
Окружность содержится въ числ ихъ, какъ частный случай. 


$ 70. Преобразоване координатъ. 


1. Формулы, которыми аналитическая геометрИя пользуется для вы- 
ражен1я геометрическихь соотношенй, зависятъ отъ двухъ обстоятельствъ. 
Во-первыхъ, онф зависять отъ природы и свойствъ представляемой фи- 
гуры; но, съ другой стороны, онф обусловлены также и положенемъ 
системы координатъ, которое нисколько не связано со свойствами фигуры. 
Такъ, каждое линейное уравнеше ах Гру + с =0 представляеть н$ко- 
торую прямую, между тфмъ какъ геометрически всЪ прямыя лини совер- 
шенно однородны; если же, нанримфръ, принять за ось х-овъ прямую, 
которую намъ нужно выразить, то мы получимъ значительно болфе 
простое уравнеше у — 0. 

Такимъ образомъ, при боле сложныхъ соотношеняхъ, является 
прежде всего необходимымъ отдфлить то, что вытекаеть изъ свойствъ 
самой фигуры, отъ того, что зависить лишь отъ случайнаго выбора 
системы координатъ; для этого служить преобразован1е координатъ. 


2. Наша система координать состоить изъ двухъ взаимно пернен- 
дикулярныхъ прямыхъ х, у, изъ коихъ каждая имфетъ н$которое опре- 
дфленное положительное направлен; допустимъ, напримфръ, что поло- 
жительное направлене оси у-овъ лежить влфво отъ наблюдателя, дви- 
жущагося по оси х-овъ въ положительномъ ея направлени. Каждая изъ 
этихъ осей дфлить плоскость на двЪ полуплоскости. Мы будемь считать 
положительной ту сторону разсматриваемой оси, на которую указы- 
ваеть положительное направлене другой оси. 


_ 
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Замфтимъ, что это опредфлеше съ прежнимъ опредфлешемь поло- 
жительной стороны прямой ($ 57, 8) совпадаетъ только для одной изъ 
двухь осей; для другой же эти опредфленя даютъ противоположные | 
результаты. | 

3. Возьмемь теперь произвольную прямую & съ опредфленнымъ 
положительнымъ направлешемъ. Тогда, какъ указано въ $ 57, 8, часть 

плоскости, лежащая влЪво 


# 


отъ этого направлен, яв- 
ляется положительной 
стороной линйи &. 
Обозначимъ черезъ 
У разстоянше отъь этой пря- 
мой н$которой точки Р съ 
координатами х, ’, черезъ 
У, разстояне начала ко- 
ординатъ отъ нея, и, на- 
конецъ, черезъ 3}: — уголъ, 
составленный положитель- 


—_ 


нымъ направлеемъ пря- 
мой & съ положительнымъ 
направленемъ оси Х-овъ; тогда, согласно $5 57, (4), 


У = — хз 9: - усоз5 + У., (1) | 


при чемъ разстояне точки отъ прямой $ считается положительнымь, если 
точка лежитъ съ положительной стороны прямой, а въ противополож- 
номъ случаф оно считается отрицательнымъ. 

Возьмемъ вторую прямую 1, положительное направлене которой 
составляеть съ положительнымь направленемъ прямой & уголъ ©, и, 
слфдовательно, съ положительнымъ направленемъ оси х-овъ образуеть 
уголъ & | ю. Обозначимъ разстояе отъ этой прямой точки Р черезъ 


Х, а начала координать черезь — Х,; тогда ($ 57, (4)) 


Х = хз (3: + ©) — *с0$(5 + ®) - Хо. (2) 
Въ этомъ случаЪ Х и Г выразять разстояня точки Р оть обЪихъ 
прямыхъ, если (какъ это было условлено относительно осей координатъ) 
для каждой изъ этихъ прямыхь положительной будетъ считаться та сто- 
рона, съ которой расположено положительное направлене другой прямой. 
Если положимъ еще 


Фиг. 75. 


Х =Езтао, У = у зто 
Хо— 50, Го Ато, 


то &, у будуть сторонами н$фкотораго параллелограмма, построеннаго на 
прямыхъ &, }), при чемъ вершиной, противоположной этимъ сторонамъ, 
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является точка Р; то же можно сказать о величинахь 6, 70 И началЪ 
координатъ. 
Мы получаемь соотнощеня: 


5510) = х31(9. + 02) — усоз(8 + ©) + & И, 


3) 
1] 91п @2 = — хз -- у с039 - 1 зто; 8 


если $ не обращается въ нуль, какъ мы это и допустимъ, то величины 5 
называются координатами точки Р’ относительно системы координатъ 
5, 1. ДЪйствительно, эти величины такь же опредфляють положене 
точки Р, какъ и координаты х, у (фиг. 75). 

Если уголь © не прямой, то система координатъ $, | называется 
КОСОУГОЛЬНОЙ. 


4. Если мы желаемъ выразить старыя координаты х, у черезъ но- 
выя &, |, то нужно разрЪшить уравнения (3) относительно х, 4/. Для 
этой цфли умножимъ эти уравнены, соотвфтственно, на соз 5, с0$ (3+ @) 
и полученныя уравнешя сложимъ, затЪмъь умножимъ тф же уравненя на 
3113}, 511(9 + 02) и результаты опять сложимъ. Принимая во внимаше 
соотношен!е 


с03 $т( 8 -- 0) — 518 с05(9 + ©) = зто 


и полагая 
Хо = 5 с058 - 10 с0$(9 -- 6), 
о = 5 $1 - но 51 (9 + 6), 
получимъ: 
х = 5605 + нсо$(9. - в) Роль, и 
== & 14 = ут (9 )) ай» 
5. Если &, {и, а слФдовательно, и №, 7 равны нулю, то объ 


системы координать имфютьъ общее начало и лишь оси измфняютъ свое 
направлеше. Въ этомъ случаф 


Хх = 605% -- 1с0$(9 + 02), 


(5) 
у = &5т@ -- ут (9+ ©); 


оть этихъ уравненй мы снова приходимь кь общему случаю, если за- 
мфнимъ х, у черезъь х — \, № 

Преобразоване координать можеть быть разложено, такимъ обра- 
зомь, на два послфдовательныхь частныхъ преобразованы, изъ коихь 
одно сводится кь вращен1ю осей, а другое — къ ихъ параллельному 
перенесен1ю. 


6. Если @ = л/2, то новая система координатъ также является 
прямоугольной. Въ этомъ случаф формулы (3) принимають вилдъ: 
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$ = & +хсо$9 + узш@9, а 
(6) 
| = ю — Хз - усо$9; 
разрьшивъ ихъ относительно х, у, получимъ: 
Хх = х- 6089 — нзш®, 
ь (7) 
у = у, + &9п #8 - ус0$. 
Если положимь д = - ^, то вторая система координать также 


о з 
будеть прямоугольной, но ось 2) будетъ имфть относительно оси & рас- 
положене, противоположное тому, которое ось у-овъ имфетъ относи- 
тельно оси х-овъ. 


5 71. Кривыя второго порядка. 


1. Въ уравнене прямой лини 
ах | бу Е с=о0 


координаты х, у перемфнной точки входять только въ первой степени 
и не перемножаются; это свойство сохраняется и въ томъ случаЪ, если 
мы, согласно $ 70, выразимъ х, у черезъ координаты какой-нибудь косо- 
угольной системы. Поэтому прямыя линНйи въ аналитической геометрии 
называются лин1ями перваго порядка, а уравненя, выражающия нрямыя 
лини, носять назваНе линейныхъ уравнен1й. 


2. Въ уравнене окружности входягь квадраты величинь хи у, но 
не входитъ ихъ произведеще. Но это нослБднее появляется, коль скоро 
мы, согласно $ 70, переходимь кь косоугольной системЪ. Съ другой 
стороны, къ какимъ бы преобразованямь мы ни прибЪгали, въ уравненш 
окружности не встрфчаются степени перемнныхъ, высния второй. 

Мы приписываемъ членамъ х2, у?, ху порядокь 2, первымь степе- 
нямь х, у — порядокъ 1, наконецъ, постоянной величин - порядокъ 0; 
въ связи съ этимъ мы называемъь функщей второго порядка или вто- 
рой стенени такую функшю, которая содержитъ члены второго порядка, 
но не содержитъ членовъ болфе высокаго порядка. Если мы приравни- 
ваемь эту функшю нулю, то получаемь уравнен!е второй степени. 
Уравнен!е окружности, такимъ образомъ, есть уравнене второй степени, 
но не каждое уравнеше второй степени выражаетъ окружность. Уравненя 
коническихъ сфченй, выведенныя нами въ $$ 68, 69, также представляють 
собою уравненйя второй степени. 

Совокупность точекъ, координаты которыхъ удовлетворяютъ н$кото- 
рому уравнен!ю второй степени, образуетъ лин!ю, или кривую второго 
порядка, или второй степени. 
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3. По опред$лению, обийй видъ функши второй степени (Т. 1, $ 90) 
таковъ: 


ое 9) = ам р Ее 2ау-+ 2х + 2с ху. (1) 


При этомъ а, В, с, 2а', 2$, 2’ означаютъ каве-либо постоянные 
коэффишенты (обозначеше трехь послфднихь коэффищентовъ черезъ 
24’, 2, 9’ вмЬсто 0’, В, С не иметь существеннаго значеня, оно 
позволяетъ лишь нФ-сколько проще представлять нфкоторыя формулы). 

Въ случа надобности можно и функщю первой степени разсма- 
тривать, какъ частный случай функши второй степени, положивЪ коэф- 
фищенты а, $, с равными нулю. 

Функшю | (х, у) можно расположить по степенямъ одной изъ двухъ 
перемфнныхъ; располагая по степенямъ у, получимъ 


(х, ) = Бу? 2Ру- Ьь, (2) 
при чемъ мы полагаемъ 
сара В о. (3) 
4. Сопоставимъ теперь уравненше второй степени 


которое мы будемъ называть уравнешемъ кривой ЧЕ съ уравнемемъ пря- 
мой лини [. 

Если черезь 3 мы обозначимъ уголь, составляемый прямой И сь 
положительнымъ направлешемъ оси х-овъ, и положимь р = ©, то 
уравнеше прямой лини получитъ видъ ($ 58, (5)) 


у=рх Но, (5) 
гдЪ у представляеть собой отрфзокъ (съ положительнымъ или отрица- 
гельнымъ знакомъ), отсфкаемый прямой на оси у-овъ (т. е. значене 
коорлинаты у для х = 0). 

Частный случай, когда прямая параллельна оси у-овъ и, такимъ 
образомъ, 5: = л/2, получится, если р будеть стремиться къ безконечности- 

Спросимъ себя теперь, какой смыслъ имфетъ совмфстное существо- 
ване обоихъ уравненй (4) и (5). 

Если величины х, у удовлетворяютъ уравнению (4), то точка м, 
имфющая координаты х, у, лежить на кривой [; если же выполняется и 
уравнене (5), то точка л лежитъ и на прямой ]. Такимъ образомъ, если 
оба уравнен!я выполняются совмфстно, то это показываетъ, что точка л 
лежитъь одновременно на обфихь линвяхъ и является поэтому точкой пере- 
сфченя кривой } съ прямой [. Итакъ, совмЪстное рЫшене обоихъ урав- 
ненйй (4) и (5) относительно неизв$стныхь х, у даеть координаты точки 
или точекь пересфченя обфихъ лин. 
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5. Мы приходимъ, такимъь образомъ, къ алгебраической задачЪ, 
а именно — кь опредфленю двухъ неизвЪфстныхъь величинъ изъ уравненй 
первой и второй степени. Для того, чтобы разрфшить ихъ, выразимъ 
величину у черезъ х изъ уравненя (5) и подставимь это выражене въ 
уравненЕ (4), при чемь функшю /(х, у) возьмемъ въ форм (2); мы по- 
лучимь: 

орх + 9 +2 (фх-Ф+Ь =0; 

или, подставивь вмфсто Ё, и Ё, ихь значеня (3) и расположивъ ре- 
зультать по степенямъ х, найдемъ: 


В+ 2Ох-+К=0, (6) 
гдф мы, для сокращеня, положили: 
Р= р? ара 
О = Бра са-аь-Ь, (7) 
К = фи? + 2а4 с. 
Такимъ образомъ, мы получаемь квадратное уравнен1е относн- 
тельно х. Если мы возьмемъь одинъ изъ корней этого уравненя, то 
уравнене (5) дасть возможность опредфлить соотвфтствующее значене т, 


такъ что каждому корню уравненя (6) отвфчаеть одна и только одна 
точка пересфченя кривой т и прямой /. 


$ 72. Касательныя. 


1. Квадратное уравнене имфетъ либо два различныхъ веществен- 
ныхъ корня, либо два мнимыхъ, либо, наконецъ, два равныхъ веществен- 
ныхъ корня. Въ нервомъ случаф мы заключаемъ, что прямая [ и кривая / 
имфють дв точки пересфчен!я. Мнимые корни не имфютъ никакого 
геометрическаго значеня и не даютъ точекь пересфченя; если поэтому 
уравнене (6) $ 71-го имфетъ мнимые корни, то разсматриваемыя лини 
вовсе не пересфкаются. Но ради однообраз!я въ выраженяхъ и въ этомъ 
случаЪ говорятъ, что прямая и кривая имфють дв мнимыя точки пе- 
ресЪченйя. 

Если, наконецъ, уравнене (6) имфеть два равныхъ корня, то кривая 
и прямая имБють только одну общую точку; она разсматривается тогда, 
какъ точка, въ которой совпадаютъ двЪф точки пересфченя. Въ этомь 
случаЪ прямая называется касательной, или прямой соприкосновенйя, 
къ кривой второго порядка. 


2. Если мы разрфшимъ уравнене (6) относительно х, то получимь 
(Т. $43): 


и 


О+У0' РК, 
г. 


191 $ 73 


такимъ образомъ, если 
(0? — РК есть положительное число, 


то будуть существовать двЪ дЪйствительныя точки пересфченя; если 
(0 — РЕК есть отрицательное число, 


то точки пересфченйя будутъ мнимыя; наконецъ, случаю 
0*—РК=0 (1) 
отвфчаеть совпаден!е точекъ пересфченя въ одну. 
3. Равенство (1) можетъ быть представлено въ развернутомъ видЪ такъ: 
(вранса-нар-Ь) — (ре 2ер- а) в 2аа-е=0; (2) 
если открыть скобки, то мноМе члены уничтожатся. Для того, чтобы 
окончательное выражене представить въ боле простомъ видф, мы вве- 
демъ слЪдующя обозначен: 
А=фе— аз, Л=Ье ав, 
В —= сал— 0, | В’ ма АЛЬ, (3) 
о 
ЗдЪсь величины „4, В, С, 1’, В’, С" являются минорами (ч.Т, 5 40) 
опредфлителя 


и равенство (2) принимаетъ простой видъ: 
АР С-В 244 рев = (4) 


Это равенство выражаетъ услоше, которому должны удовлетворять 
коэффищенты р, 4, если прямая [ есть касательная къ кривой ; 
Если взять уравнеше прямой [ въ видЪ 


их Ноу ш = 0, 


то р= И, 4 = - @/о, и равенство (4) получаеть еще болЁе изящ- 
НЫЙ ВИДЪ: 


из -- Во Сай 2 Ао 2 Ви Сие = 0. 


$ 73. Асимптоты. 


1. Относительно пересфченя прямой и кривой второго порядка 
встрфчаются и друпя особенности, къ разсмотрфню которыхъ мы сейчасъ 
и приступаемъ. 
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Можетъ случиться, что для нёкоторыхъ значенй р, 9 коэффишенть 
Р въ уравнени {6) $ 71-го исчезаетъ, такъ что 


рр 2ера= 0. (1) 


Если это имфетъ мЪсто, то уравнеше (6) сводится къ уравненйо первой 
степени, и лин [ имфеть только одну точку, общую съ кривой Г. вв 
будучи, однако, касательной къ ней. 

Такь какъ уравнене (1) содержитъ только параметръ р, то ука- 
занное обстоятельство опредЪфляеть только направлен1е прямой й 
направлене это называется асимптотическимъ. 

Линши, имфющйя асимптотическое направлен, образуютъ, такимъ 
образомъ, систему параллельныхъ прямыхъ- 


2. Уравнеше (1) является квадратнымъ относительно р; отсюла 
можно заключить, что вообше существуютъ два асимптотическихъ на- 
правленя. Оба корня содержатся въ формулф: 


+ Ис? — ав 


= Г . (2) 
если здфсь положимъ 
Э=е*— ав, (3) 
то получимъ >” 
рре= Е УВ. (4) 


Встрфчающаяся здбсь величина /) (которая совпадаетъ съ извЪетной 
уже изъ 6 72, (3) величиной — (;) называется дискриминантомъ функщи 
И(х, У). 

3. Вообще могутъ встрЪтиться три случая, сообразно съ которыми 
мы и различаемь виды кривыхъ второго порядка. 


а) [)<0, асимптотическ!я направлен1я являются мнимыми: 
кривая называется эллипсомъ. 


ь) ДО, асимптотическя направленя дЪйствительны: 
кривая является гиперболой. 


с) 1) =0, существуетъ лишь одно асимитотическое нпа- 
правлен!е: этому случаю отвЪчаетъ парабола. 


Кривыя, отв5чаюния даннымъ въ $$ 68, 69 опредфленямъ эллипса, 
гиперболы и параболы, разсматриваемыя, какь кривыя второго порядка, 
представляють собой примфры этихъ трехъ случаевъ. Мы увидимъ позже, 
насколько вообще прежня опредфленя совпадаютъ съ тфми, которыя 
даны здЪеь. 


4. Если вь уравнении (6) 5 71-го, кромф Р, обращается въ нуль также 
и О, между тЪмъ какъ К отлично отъ нуля, то эгому уравнению вообще 
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пельзя удовлетворить никакими значенями неизвфстной величины, и пря- 
мая [ не имфеть сь кривой второго порядка ни дЪйствительной ни 
мнимой общей точки. Въ этомъ случаЪ прямая [ называется асимптотой. 
Такъ какъ Р—=0, то асимптота, во всякомъ случа, имфетъ асимптотическое 
направлеше. Условя того, чтобы прямая была асимптотой, мы получимъ, 
если, опредфливши р изъ уравненя Р = 0, величину {4 опредфлимъ изъ 
линейнаго уравненя ()=0. Принимая во внимаше соотношение (4), найдемъ: 

Е — В+ а УШ. 
:. Ура=аь-Ь == == г , (5) 


такимь образомъ, въ случа гиперболы существуютъ двЪ веще- 
ственныя асимптоты. 

Если 1) =0, то уравнене (5) вовсе не имфетъ рышенй, такъ что 
парабола не имфетъ асимптоты. 

Исключеше представляется лишь въ томъ случаЪ, когда одновре- 
менно съ Г) обращается въ нуль и выражене ар Ь’. Тогда уравнеше 
(5) выполняется для всЪхъ значенй 4, и каждая лин съ асимптотическимъ 
направленемъ является въ то же время асимптотой. Но это обстоятельство 
можеть имфть мфсто лишь для несобственныхъ кривыхъ второго порядка, 
разсматриваемыхъ въ слфдующемъ параграф. 


5. Если р = 0, то одинъ изъ корней (2) обращается въ безконеч- 
ность, т. е. ось у-овъ имфетъ асимптотическое направлеше. Уравнеше линии, 
параллельной оси у-овъ, имфеть видъ х = х,, гдЪ хо есть разстояне 
этой лини оть оси у-овъ. Ордината единственной точки пересфчены, 
этой лини и кривой получится изъ уравненя 


2у(е хо + а)" ах? 2х С =0; 


такимъ образомъ, если с’х, {+ 4’ = 0, то не существуетъ вовсе точекь пе- 
ресфченя, и лия х==х, является асимптотой. Уравнеше с’х, 1 а’ = 0 
опредфляеть лишь одно значене для хо, за исключешемъ того случая, 
когда с’— 0. Если же, кромЪ фр, ис’ обращается въ нуль, то снова ) = 0. 


$ 74. Несобственныя, или распадающяся кривыя 
второго порядка. 


1. Остается, наконецъ, изслфдовать тотъ случай, когда въ квадрат- 
номъ уравнени (6) $ 71-го, оть котораго зависять обия точки кривой й 
и прямой [, всф три коэффишента Р, О, В обращаются въ нуль. Если 
это имфеть мфсто, то каждая точка прямой [ является въ то же время 
точкой кривой }. Такимъ образомъ, прямая оказывается частью этой кривой. 

Въ этомъ случаф функцы {(х, у) можеть быть разложена на два 
линейныхъ множителя Г, Г’, и уравнене {(х, у) =0 только тогда 


Веберъ. Энциклоп. элемент. геометр:и. 13 
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удовлетворяется, если исчезаеть либо [, либо Г’. Кривая, такимъ обра- 
зомъ, распадается ‘на дв прямыхъ ‘лини, уравнены которыхъ будуть 
Г =0, [/ =0. Мы будемъ такую кривую у называть несобственной, 
или распадающейся кривой второго порядка. 

2. Для того, чтобы обнаружить, разлагается ли функщя У на мно- 
жителей и вмЪстЪ съ тфмъ въ благопрытномъ случаЪ разыскать множи- 
телей [л и [,, замътимъ, что, если Р, О, К одновременно исчезаютъ, 
согласно 6 71, 5, то уравненйе 

Ь(рх + + 2Е.фх + Ф-+Ь = 0 (1) 
обращается въ тождество, т. е. удовлетворяется для всфхь значенй х» 


ибо это уравнеше тождественно съ уравнешемъ Ре +2Ох-+ К = 0. 
ДалЪе, согласно $ 71, (2), 


Ко, у) = БА 2Р.у + Ь; (2) 


и если вычесть уравнеше (1) изъ уравненм (2) и воспользоваться разло- 


жешемъ 


2 — (рх- 9 = 0-х - ФО 9, 
то, замфняя Е; черезъ с’х- а’ ($ 71, (3)), получимъ: 
Ко, у) = (ур Фор 2х а). 
Такимъ образомъ, функщя в (х, у) разложена на два множителя 
Г=у—рх-а Г = + Ф+2е)х--м+ 29.  @) 


3. Въ 6 90 тома 1-го услоше распаденйя квадратной функщи и. было 
нами представлено въ видЪ равенства: 


ася 
Н=! ера! =0, 
ао 
которое въ развернутомъ видЪ можетъ быть переписано такъ: 
афс — ва’? В"? — сет За’ с’ = 0. (4) 


Для того, чтобы вывести это услоые изъ того обстоятельства, что 
обращаются въ нуль величины Р, О, Ю, можно поступить слЪдушимъ 


образомъ. 
Мы постараемся изъ трехъ уравненй Р = 0, 0 =0 АБ 
рр + 2ер-+а = 0, 
Браеса-ар+Ь=0, (5) 


р 2 ас =) 
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исключить 065 неизвфстныя величины ри 4. Изъ второго уравнены 
вытекаеть: 

: й 

арт. 

а: ’ 

р-с 
если мы это выражеше подставимъ въ третье уравнеше и умножимъ ре- 
зультатъ на (р - с’)?, то получимъ: 


Бар’) — а @р-- Фр с) + с@ с =0. 
Расположимъ это уравнеше по степенямъ р; тогда, воспользовавшись 
обозначенями (3) $ 72-го 


= —а* Ве, С'’=ай сс, 
придемъ къ равенсгву: 
(р?-- 26) А — БВ’ — © С’=0, 
которое въ связи съ равенствомъ (5) даеть: 
Ла + В'Ы- С’! = 0, 


что въ развернутомъ видЪ совпадаетъ съ равенствомъ (4). 

Въ томъ случа (исключенномь нами изъ разсмотрфнйя), когда 
функщя ие у) вовсе не содержить перемфнной у и, такимь образомъ, 
уравнене У = О представляеть двф прямыя, параллельныя оси у-овъ, 
имЪютъ мфсто равенства 4’ = 0, р = 0, с’=0 и, слФдовательно, условме 
(4), равнымъ образомъ, выполняется. 

4. Если черезъ 9. и 7’ обозначимъ соотвЪфтственно углы, образуемые 
прямыми Г, и Г’ распадающейся кривой второго порядка съ осью х-овъ, 
то, согласно уравненю (3) (если предположимъ В отличнымъ отъ нуля), 


2с’ 

0 =р, №’ =— р я 
такимь образомъ, если оба эти выраженя равны другъ другу, т. е. 
р=— с/Б, то обЪ лии становятся взаимно параллельными. Въ этомъ 


случаЪ изъ перваго равенства (5) вытекаеть, что с’? — 0ф =0. Итакъ, 
для того, чтобы кривая [ распалась на дв параллельныя прямыя, 
необходимы условя, выражаемыя двумя равенствами 

Е, 

5. Наконецъ, оба множителя Г и Ё’ могуть также представлять 
одну и ту же прямую, такъ что кривая обращается въ одну прямую, 
дважды повторенную. 

Въ этомъ случаф выраженя Г. и Г’ должны отличаться только мно- 
жителемъ р; поэтому должно быть: 


р=—-Т, и “Е . 
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и равенства (5) принимаютъ видъ: 


ар —с*=0, фас’ =0, 66-4? =0, (6) 
откуда легко выводятся друпя равенства: 
И о О а (7) 


Такимъ образомъ, для того, чтобы функшя / представляла собой 
квадрать линейной функщи, необходимо, чтобы не только опредфлитель 
Н, но и всЪ его миноры „4, В, С, А’, В’, С’ обращались въ нуль. 

Исключенный раньше случай р = 0, тфмъ не менфе, также содер- 
жится въ этихь общихъ результатахь. Въ самомъ дфлЪ, если ==. 
то уравнеше / = 0 только тогда можеть представлять двЪ параллельныя 
прямыя, если таковыя параллельны оси у-овъ, т. е. если одновременно 
исчезаютъ величины 4’и с’, а, слфдовательно, также Ни 0; 06% эти 
прямыя совпадаютъ, если къ тому же и 4с-— 6’? = 0. Такимъ образомъ, 
и въ этомь случаЪ также выполняются равенства (6), (7). 


6. Если сохранить прежня обозначеня въ выраженяхъ 
ох, у) = а в 2 ху 2х Е 24-е, 
В =с* ав, 


то прямая съ асимптотическимъ направленемъ, проходящая черезь начало 
координать, имфетъ уравнене ($ 71, (5), $ 73, (4)): 


рутех+хУИр=0; 


перемноживъ заключаюцияся въ этомъ выражени два уравненя и раз- 
дфливъ результатъ на 6, получимъ равенство 


ах? -- Бу? Е 2сху = 0, (8) 


представляющее уравнене пары прямыхъ асимптотическаго напра- 
вленгя. 


5 75. Точки пересЪчен!я двухъ кривыхъ второго порядка. 


1. Если даны два уравненя второй степени 


(ос, у) = ах? - Ву? Ре 2у 2х 2е му = 0, 
ф(х, у) = ал? - Ву у 2а» + 2Вх + 2уху = 0, 


то значення, удовлетворяюция одновременно обоимъ уравненямъ, являются 
координатами точекь пересфченя кривыхъ т иф. Мы уже вь $ 90 
тома 1-го видфли, что существують четыре системы рЪшенйЙ этихь 
уравненй, при чемъ опредфлене ихъ зависить отъ рфшеня нФкотораго 
уравненя четвертой степени; отсюда мы заключаемъ, что двЪ кривыя 
второго порядка вообще пересфкаются въ четырехъ точкахъ. 


() 
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2. Уравнеше четвертой степени, которымъ опредфляются коорди- 
наты этихъ точекь пересфченя, можетъ быть составлено слБлующимъ 
образомъ. Мы полагаемъ: 


о, у) = ву? + 2РБу НК =0 В, >. 
ф(х, ›) = Ву? + 2Фу + Ф, =0 — В, Ё, 


Е ето, _В, а обе о, 

Ф, =ух-а, Ф, = ах + 2Вх |7. 

Такимъ образомъ, Ё; и Ф, являются функщями первой степени отно- 
сительно х, а К, и Ф, — функщями второй степени. 


Если мы послфдовательно умножимъ уравнен1я (2) на приписанныхъ 
справа множителей и результаты сложимъ, то получимъ два уравненя: 


2(ВВ же Ф, Бу ты (Р.В Ф,Ь) = 0, 
(Е.В = ФБ у - 2(Е,Ф, - Ё $.) = 0, 


(2) 
ГдЪ 


(3) 


изъ которыхъ опредЪляется у: 


Е $, Е.Ф, 
дати ен - Нет АЕТТ (4) 


Отсюда вытекаеть: 
а Ф, Бу > 4(Е, В Ф1Ь) (Р.Ф, в Ф,} = 0, (5) 


чго, въ виду обозначен (3), представляеть собою уравнеше четвертой 
степени относительно х. Для каждаго значеня х, удовлетворяющаго этому 
уравненю, изъ уравнены (4) получимъ соотвфтствующее значене у. 


3. Уравнеше (5) въ частныхъ случаяхь можеть свестись къ уравне- 
ню третьей степени. Для того, чтобы узнать, въ какихъ случаяхъ это 
иметь мЪсто, изслфдуемъь коэффищенть при х* въ уравнени (5). Если 
онъ исчезаеть, то степень уравненя понижается до третьей, и обЪ кри- 
выя имфють лишь три точки пересфчен1я. Согласно положенямъ (3), 
услове, при которомъ это имфетъ мЪфсто, выражается равенствомъ: 


(«В - Ба)? 4 (св Ву) ау -са=0. (6) 
Вспомпнимъ, что, согласно $ 73, (1), уравнешемъ 
В 2ерфа=о 


опредфляются асимптотическя направленя для кривой т и, равнымъ обра- 
зомъ, уравнене 

В’ 2ур-а=о 
опредфляеть асимптотическя направленя для кривой $. Если же мы 
исключимъ р изъ этихъ двухъ уравненй, подобно тому, какъ мы выше 
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исключили х изъ уравненй (2), то получимъь въ точности услове (6); 
отсюда, такимъ образомъ, слфдуеть: 


ДвЪ кривыя второго порядка только тогда имфютъ три 
точки пересъЪфчен!я, когда онф имфютъ общее асимтотическое 
направленге. 


4. Уравнене четвертой степени можетъ иногда свестись кь уравне- 
ню еще боле низкой степени, такъ что встрЪфчаются пары кривыхъ 
второго порядка, имфющя только двф точки пересфченя, или только 
одну, или, наконець, вовсе ихь не имфющы. 


Если, напримЪръ, члены второй степени 
ах + 2ску | Ву, ам | 2уху- Ву? 
отличаются только постояннымъ множителемъ, т. е. если 
В О (7) 


то степень уравненя (5) сводится ко второй, и кривыя имфютъ, такимъ 
образомъ, только двф точки пересфчен1я. Условя (7) выражаютъ 
совпадене обоихъ асимптотическихъ направленйй. Этотъ случай имЪеть 
мЪсто для двухь окружностей, которыя, какъ извфстно, будучи кривыми 
второго порядка, имфютъ все же не болфе двухь общихъ точекъ. Асим- 
птотичесюя направленя въ этомъ случаБ оказываются мнимыми. 

Кривыя второго порядка имфютъ только дв общихъ точки также 
и тогда, когда онф имЪфють не только общее асимптотическое направлеше, 
но и общую асимптоту. 

Наконецьъ, двЪ кривыя второго порядка могутъ имфть только одну 
общую точку или вовсе ея не имЪть. Послфднее имфеть мЪсто, напри- 
мЪръ, вь томъ случаЪ, если функщи а и ф отличаются одна отъ другой 
только постоянными членами, т. е. если а =а, Б=В, в =а’, И =В, 
с =’ и с отлично отъ 7. 

Наподоб1е того, какъ о двухъ параллельныхъ прямыхъ говорятъ, что 
он пересфкаются въ безконечности, можно теорему о существовани четы- 
рехъ точекъ пересфченя двухъ кривыхъ второго порядка распространить 
и на эти случаи, взявши одну или боле точекъ пересфченя въ безко- 


нечности. 

Этому способу выраженя можно придать реальный смыслъ, если 
взять сначала функши У и Ф такими, чтобы существовали четыре точки 
пересфченя, а затфмь заставить коэффишенты а, В, ..., а, В, ... 
непрерывно стремиться къ тфмъ частнымъ значенямъ, которыя удовле- 
творяютъ спешальнымъ условямъ. При этомъ оказывается, что исчезаюцщия 
въ предл точки пересфченя неограниченно удаляются подобно тому, 
какъ удаляется общая точка двухь пересфкающихся прямыхъ, если одна 
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изъ нихъ непрерывнымъ вращенемъ приводится къ направлено, парал 
лельному другой. 


$ 76. Сопряженныя направлен!я и главныя направленя. 


1. Мы переходимъ теперь къ упрошеню уравненя второй степени, 
при чемъ мы отнесемъ его къ нЪфкоторой систем координатъ, наибол$е 
удобной при частномь видЪ функши |, и разсмотримъ комплексъ кривыхъ, 
выражаемыхъ этимъ уравнешемъ. 

Сначала мы прибЪгнемъ къ вращенйю системы координатъ, сохраняя 
неизмЪннымъ начало. Согласно формуламъ 5 70 (5), мы, такимъ образомъ, 
полагаемъ: 


х = Ес0$3: -| 17 с0$ (4% + 62), 


: у (1) 
у = &щ 4. + 9 1 (3: | 0), 


такь что функщЯя 


а о (2) 
переходить въ нёкоторую функшю такого же вида: 
ф(Е, 1) = а - Ва? + 2759 + 2а9 - 285 У, (3) 
при чемъ, какъ легко провфрить вычисленемъ, 
а = ас0$9. + ф51129. 1 2с’5т 9 со, 
В = а соз? (49 + ©) + Вэ? (9 - ©) + 2С' зт(8 | 0) с03(8 - ©), 
у’ = @с0$9 с0$(9 -- ©) | Бзш9 5т(9 -- в) 
+ 2 (с059 т (9 - 0) + 9119 с0$ (49 - @2)), г (4) 
а = а’ п -Р В со$9, 
6" = 4’ 9т(9 + ©) - К соз (9 + @), 
== 
2. Для упрощешя выраженя 9(&, 7) мы располагаемъ значенями 
обоихъ угловъ 3, ©: мы опредфлимъ ихъ такъ, чтобы м ==) 
Если мы положимъ 
с05 (59: | 09) = с0$$: с050 — эп: это, 
$1 (9: + 0) = 919; с0$62 -- с053$ $1 0 
то уравнеше у’= 0 приметъь видъ: 
0502 (а с052 $ { р эш? + -- 26’ $1 083}: 


5 
+ зто ((Ь — а) чп 9: с053: - © (с05? — $? 9)) = 0. — 


Такимъ образомъ, если сначала оставить $} произвольнымъ, лля © 
получится уравнене: 
а 0329: р 5129: | 2с' 51 3:с0$ 3 
(6 а)5т3с0$9: с (с05? 3 — 9) 


во = (6) 
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такъ что для кажлаго произвольнаго направленя оси & получается одно 
направлене (точнфе—два противоположныхъ направлен!я), для оси 7 та- 
кого свойства, что въ уравнеше кривой, отнесенное къ систем осей &%, 
не входитъ членъ, содержашйй произведеше &7. Два такихъ направленя 
называются сопряженными направлен!ями. 
3. Можеть случиться, что оба сопряженныхъ направленя совпадаютъ 
въ одно, и тогда эти направленя не могутъ служить осями координатъ. 
Это иметь мфсто’въ томъ случа, когда уголъ 4% взятъ такъ, что 


4 с032 5 + ри? 9 + 25’ 91$ с0$9; = 0. 
Откуда выводится квадратное уравнеше для 12: 


р -- 20169 фа =0, 
имфющее корни: 


бе 
1 5. — ее ’ 
- р 
гдЪ, какъь и прежле, 
Ре’, 


обозначаеть дискриминантъ функщи /[. 

Сравнеше полученнаго результата съ равенствомъ (2) въ 5 73 по- 
казываеть, что асимтотическ!я направлен!я и только они совпадаютъ 
со своими сопряженными направленями. 


4. Постараемся теперь опредЪлить уголъ 5 такъ, чтобы оба сопря- 
женныхъ направленя были взаимно перпендикулярны. Тавя направлен я 
мы будемъ называть главными. Если мы отнесемъ уравнене кривой кь 
осямъ, совпадающимъ съ главными направленями, то система координатъ 
будеть прямоугольной, и вь уравнеше кривой не войдетъ произведене 
обфихь перемфнныхъ. 

Главныя направленя всегда существуютъ. Для того, чтобы по- 
лучить ихъ, положимь въ формул (6) о = 1л, слфдовательно, 0 
равнымъ безконечности, т. е. знаменатель —равнымъ нулю. Это дастъ намъ: 


(6 — а) 319: с05:7 -- с’ (052% — 11259) = 0, 
или, согласно формуламъ тригонометрии: 


(6 — а) 9125 2с с0о825 = 0, (®) 
откуда 
26 
4228: = . 
- ра (8) 


Такъ какь каждому положительному или отрицательному значею 
тангенса отвфчаеть одинъ уголь межлу —л?и | л/2, то соотношене 
(8) опрелфляетъ одно значеше для угла 9 въ предфлахь — л/4, + л/4. 
Этому же усломю удовлетворяютъ и углы, отличающщеся отъ указаннаго 
значешя 3) на число, кратное л/2; всф они даютъ лишь двЪ взаимно 


- ® 


аланы» 
пин нтичиоть 
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перпендикулярныя прямыя лини, изъ коихъ по произволу одна прини- 
мается за ось &, другая — за ось 7. 


5. Исключеше представляется въ томъ случаЪ, когда уравнеше (7) 
выполняется для всякаго значеШя угла $}, что имфеть мЪсто, если 


Ч А 


Въ этомъ случаЪф уравнене о —= 0 выражаетъ окружность, для каковой 
любыя взаимно перпендикулярныя направлен1я являются глав- 
НЫМИ. 


Функщшя р (х, у) при этомъ имфеть видъ 
ах? м) + 2ау- 2х с 


и можетъ быть представлена также въ видЪ 


› 2. ‚\2 в 
а ть 


р а’ 


Такимъ образомъ, числа — —_. — — являются координатами центра 
а а 


круга, а число (4’? | К? — аС/а есть квадрать его ращуса. 


6. ДалЪе, можетъ также случиться, что для нФкотораго опредЪфленнаго 
угла 1} числитель и знаменатель выраженя (6) одновременно исчезаютъ; 
тогда при такомъ значен!и 5 уравнене (5) выполняется для всфхъ зна- 
ченй ©, и коэффищентъ 7’ также для всфхъ значе 0 равенъ нулю. Для 


этого величина 3) должна быть такъ опредфлена, чтобы одновременно 
выполнялись равенства 


4с03829. -- В 3129. -- 20’ 319 с0549 = 0, 
(6 а)5п9 соз9 Е С’ (038? — 311249) = 0. 
Оба эти равенства съ помощью соотношенй 
2 с03249. = 1 + соз2%}, 251? = 1 — с052%, 25т9.с0$% = зш 248 
могутъ быть также представлены въ вид: 
(а — 5) соз29 1 2с' 5129 = (а В, 
(а —В) 3129 — 2с'со529 = 0; 
если возведемъ ихь въ квадрать и сложимъ, то получимъ: 
(@ В)? 4с” = (а-+ 5? 


с —26=0. 


или 


Если же, наоборотъ, выполняется это услове, то изъ двухъ выше- 
приведенныхь равенствъ одно является слёдстемъ другого. 
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Такимъ образомъ, тотъ частный случай, при которомъ 7’ исчезаеть 
для нЫкотораго значеня 5 и для любого значеня @, имфеть м$сто 
тогда и только тогда, когда дискриминанть [) обращается въ нуль, т. е. 
когда кривая второго порядка является параболой. Направлене 
оси & въ этомъ случаБ совпадаетъ съ единственнымъ въ этомъ случаЪ 
асимптотическимъ направлен1емъ ($ 73, 3.). 


7. Дискриминанть )) функщи второй степени /(х, у) былъ опре- 
дфленъ равенствомъ 


р ="? -— а$. 


Равнымъ образомъь и дискриминать Д преобразованной функщи 
ф(Е, 37) ($ 76, 1) опредфляется равенствомъ 


Д= с? — ав; 


между обоими дискриминантами существуеть н$которое соотношеше, вы- 
текающее изъ выражен (4) для а, В, У. Именно, если ихъ подставить 
въ выражене для А, то простое вычислене, которое мы предоставляемъ 
выполнить читателю, приводить къ результату: 


д = Вяпо. (9) 
Такимъ образомъ, частное 
Д: зо 


является совершенно независимой отъ изм$неня системы координатъ ве- 
личиной, которая служитъ для характеристики кривой, представляемой 
уравненемъ = 0 или ф = 0. Эту величину мы будемъ называть дискри- 
минантомъ этой кривой. 

Классификашя кривыхъ второго порядка, которая была нами выше 
произведена въ зависимости оть знака дискриминанта, является, такимъ 
образомъ, совершенно независимой отъ выбора системы координатъ. Итакъ, 
мы будемъ различать: 

1) кривыя второго порядка съ отрицательнымъ дискриминантомъ, 
или эллипсы; 

2) кривыя второго порядка съ положительнымъ дискриминантомъ, 
или гиперболы; 

3) кривыя второго порядка съ исчезающимъ дискриминантомъ, 
или параболы. 

Такъ какъ $1? всегла есть положительное число (уголь © не 


можеть быть ни равнымъ нулю, ни кратнымъ л), то о принадлежности 
кривой къ одному изъ этихъ трехь видовъ можно судить уже по функщи 


. у? — ав. 


НЫ ид = 
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Прежде, чЪмъ перейти къ геометрическимъь свойствамъ указанныхъ 

трехъ видовъ кривыхъ, мы должны прибфгнуть къ дальнфйшему пре- 

образованию коорлинатъ, при чемъ къ вращеню системы осей мы при- 
соединимъ еще ихъ параллельное перенесен:е. 


$ 77. Центръ. 


1. Мы примемъ теперь, что уравнене кривой второго порядка уже 
отнесено къ систем сопряженныхъ направленйй, взятыхъ за оси коорди- 
натъ. Тогда въ уравневи этомъ нфтъ члена съ произведшемъ ху, и оно 
принимаетъ вилъ: 


а? -- 6? -- 29 ЗС =0. (1) 


Дискриминантомъ этой кривой является величина — ар, и мы раз- 
личаемъ слБдуюшйе случаи. 
Уравнен!е (1) представляеть 
эллипсъ, если коэффишенты 4 и В имфютъ одинаковые знаки, 
гиперболу, если коэффищенты а и В имЪють различные знаки, 
параболу, если одинъ изъ коэффищентовъ а или р равенъ нулю. 
(Если оба коэффищента а, В равны нулю, то уравнеше (1) представляетъ 
прямую линюо). 


2. Введемъ теперь опять новую систему координатъ &, у, оси ко- 
торой параллельны, соотвЪтственно, осямъ х, у, а начало имфетъ коор- 
динанты Хо, Уо. Въ этомъ случаБ 


< 
=хл— м, А №: 


Коэффищенты при 5?, 1]? совпадаютъ съ коэффишентами при хХ?, у, и 
уравнене (1) принимаетъ видъ: 


ПИ НРУ, (2) 
ГДЪ 
а = рус + @Р. 
8’ и ах + $’, (3) 


у = ао? + Бу? + 2, + 2х + с. 


Надлежаний выборъ величинъ Хо, 9% дДаетъ возможность сдФлать 
дальнфйшия упрощен. 


3. Если коэффишенты 4 и В оба отличны отъ нуля, то положимъ 


эйр" И 
Жо — и == Ь ? 


благодаря чему а’, [" обращаются въ нуль, и уравнене (2) получаетъ видъ: 


252 фт + у=0. (4) 
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4. Если же одинъ изъ обоихъ коэффишентовъ а, 6, — напримЪръ, а, 
—равенъ нулю, такъ что кривая представляеть собой параболу, то нельзя 
уже достигнуть того, чтобы величина В’ обратилась въ нуль. СдЪлаемъ 
тогда а’ = 0, т. е. положимъ у = -@:. 

Если |’ отлично оть нуля, то координата х, можеть быть опре- 
дфлена изъ уравненя у = 0, а именно 


Х ава" * —ийс 
20 ор’ ’ 
и изъ уравненя (2) получимъ: 
БЕ 2ВЕ=0. (5) 


Если же р’ = 0, то также и В" = 0 (для любого ху), величина же у 
независимо отъ х, становится равной (с — а’?): р. ВмЬст съ тЬмь 
уравнене принимаетъ видъ: 

О: (6) 

Этимъ исчерпаны всЪ случаи, могушще представиться для уравнейя (1). 

5. Равенства (4) и (6), въ которыхъ вовсе не содержится первыхъ 
степеней неизвЪстныхь величинъ, остаются въ силЪ, если замЪфнить 5 
черезь — и 1) черезь — у). Каждая прямая, проходящая черезъ начало, 
пересфкаеть кривую въ двухъ точкахъ, равноотстоящихъ оть начала. 
Начало координатъ называется центромъ кривой 18). 

Но между тЪмЪъ, какъ въ случаЪ (4) центромъ является един- 
ственная вполнЪф опредфленная точка, въ случаЪ (6) любая точка 
оси & можетъ быть разсматриваема, какъ центръ. Въ случаБ же 
(5) центра вовсе не существуетъ 19). 

Въ случаяхъ (4), (5) и (6) каждая хорда, параллельная оси 1, дф- 
лится пополамъ осью &; въ случаЪ (4) также и каждая параллельная оси 
< хорда длится пополамъ осью 1). 

Мы изучимъ теперь всевозможные частные случаи, каше могуть 
представиться въ отношенйи кривыхъ второго порялка. 


6. Если въ уравнени (4) коэффищенть } отличенъ оть нуля, и 
величины а, 6, У имЪють одинъ и тотъ же знакъ, то, раздЪливши на 7 
и написавши 4?, $? вмЪсто у: а, 7: Бих, у вмЪсто &, и, получимъ: 


2 2 
1) нЕ. 


18) Изъ сказаннаго слФдуетъ, что прямая, проходящая черезъ начало и встрЪ- 
чающая кривую въ точкЪ (&, 7), встрЬчаеть ее также въ точкЪ (—=, —*), те. въ 
двухъ точкахъ, равноудаленныхъ оть начала. 

) Въ случаЪ (4) координаты точки (х,, у}, въ которую нужно перенести 
начало, чтобы оно стало центромъ кривой, опредзляются однозначно; въ случаЪ (6) 
координата лх, остается произвольной; въ случаЪ (5) требуемыхъ значенй для 


у) И у получить нельзя. 


о 


Мои ии ишишиитииаь А чиниы паши 
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Но это уравнеше не удовлетворяется ни для олной вещественной 
точки, такъ какъ сумма трехъ положительныхь величинь не можеть 
равняться нулю. Это уравнене не имЪфеть никакого геометрическаго зна- 
ченя: ему отв$чаеть мнимый эллипсъ. 


7. Коэффишентъ у отличенъ отъ нуля. Коэффишенты а, р имъютъ 
одинаковые знаки, противоположные знаку у. Если снова подставить 


4?, 6? вместо —у:а, -7:В, то получится уравнен1е 
- аи 
Я а? = р —- Е 


выражающее эллипсъ. 


8. Коэффищентъ у отличенъ отъ нуля. Величины р, у имЪють оди- 
наковые знаки, противоположные знаку д: 
-® 2 
х 
3) а 1. 
Я в" 
Мы получаемъ гиперболу. 
Случай, когда 4, у имЪють одинаковые знаки, противоположные 
знаку В, не существенно отличается отъ предылущаго; получающееся при 
этомъ уравнене 


72 Уз 
Хх У 
г. -- = 1. 
переходить вь уравнене 3), если ось х-овъ сдфлать осью у-овъ и на- 
оборотъ. 
9. у—=0, а, В имфютъ одинаковые знаки. Подставивь 1:4?, 1:12 
вмфсто а, бр, получимъ: 


2 2 
4) 0, 


Это уравнеше выполняется только для х = 0, У =0, т. е. для начала 
координатъ. Но лфвая его часть можеть быть разложена на два ком- 
плексныхъ множителя первой степени: 


бе Пи 
а 
поэтому говорять, что уравнене 4) выражаеть пару мнимыхъ прямыхъ. 
10. у=0; а, В имъють различные знаки. Подставивъ 1 2, —1 р? 
вмЪсто @, В, получимъ: 
2 у 
5 — == =0. 
) ПИ - 


Это уравнеше выполняется, если 


=— =0 ии -|-- =0О 
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и потому представляеть дв прямыя, которыя пересфкаются такимъ 
образомъ въ началЪ и длятся гармонически осями координать; итакъ, 
уравненш 5) отвфчаеть пара прямыхъ. 

11. Мы переходимъ къ уравненю 5), въ которомъ коэффишентъ р 
отличенъ отъ нуля. Если и коэффищенть [’ отличенъ оть нуля и имфеть 
притомъ знакъ, противоположный знаку р, то, замфстивъ 6’: черезъ р, 
и снова написавъ х, у вмфсто &, 9, получимъ: 


6) у? — 2рх, 


— это парабола. 


Случай, когда $, В’ имБютъ одинаковые знаки, отличается не суще- 
ственно отъ предыдущаго и приводится къ нему замфной х черезъ - х. 


12. Если въ уравнени 5) [’=0, то получаемъ уравнене: 

7) у — 0, 
которому удовлетворяють только точки оси х-овъ; въ этомъ случаЪ 
мы имфемъ двЪ совпадающихъ прямыхъ. 


13. Если въ уравнени 6) коэффищентъь 7 отличенъ оть нуля и 
имЪеть знакъ, совпадающий со знакомъ р, то, положивъ 7:р—с2, получаемъ 


8) 2—0. 


Это пара мнимыхъ параллельныхъ прямыхъ. 


14. Если величины риу въ уравнени 6) имфютъ различные знаки, 


то мы приводимъ его къ виду: 


9) ие 62 = 0, 


Фиг. 76. 


за оси координатъ могла быть взята 
вленй. Но можно также, и притомъ 


= 
| 
мы 

с 


и получаемъ, такимъ образомъ, двЪ 
прямыя, параллельныя оси х-овъ, 
т.е. пару вещественныхъ па- 
раллельныхъ прямыхъ- 


Случай, когла въ уравневи 6) 
у = 0, приводить снова къ урав- 
неню (7); такимъ образомъ, нами 
исчерпаны всевозможные случаи. 

Уравнене собственно кри- 
выхъ второго парядка 2), 3), 6) 
совпадаютъ съ выведенными въ 
$6 68, 69 другимъ путемъ уравне- 
нями эллипса, гиперболы и пара- 
болы. При этихъ изслБлованяхь 
любая пара сопряженныхъ напра- 
однимъ лишь образомъ (исключая 
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частный случай окружности), исходить изъ прямоугольной системы коор- 
динатъ (главныя оси), не нарушая общности. 

Такимъ образомъ мы получили снова тЪ же кривыя, что и въ 
$$ 68, 69, и сверхъ того — несобственныя, или распадающёяся кривыя. 


15. Для гиперболы асимптотами являются прямыя съ асимптоти- 
ческимъ направленемъ, прохоляния черезъ центръ. Если выбрать асимп- 
тоты за оси координатъ, то для гиперболы получится уравнеше 


10) Ху = Сс. 


Если асимптоты взаимно перпендикулярны, то гипербола называется равно- 
сторонней (фиг. 76). 


$ 78. Касательныя къ эллипсу. 


1. Въ послфдующемъ мы разсмотримъ нфкоторыя свойства эллипса 
и замфтимъ лишь, что въ случаЪ гиперболы и параболы можно вести 
тая же разсужденя и получить аналогичные результаты. При этомъ 
уравнене эллипса мы возьмемъ отнесеннымъ къ главнымъ осямъ, т. е. 
въ видЪ 


© 


гы 
тн — 1=0, (1) 


при прямоугольной системф координатъ. 
Коэффищенты, которые въ общемъ изслфдовани (5$ 76) мы обо- 

значили черезъ 
ты С Зря инь 565 


теперь замфнены перезъ 

1 1 
и минорами детерминанта Н являются величины: 
1 1 1 


В=——, С 


а а о — а’ 


А! = В" = С'=0. 


2. Такимъ образомъ, для того, чтобы прямая [, имъющая уравнен!е 


У=рх у, (2) 
была касательной къ эллипсу, коэффищенты ри 9 должны удовлетворять 
усло ю ($ 72, (4)): 


| - 1 Ч ты 
—- 72 = э + }р == 0, 
ИЛИ 


а? р? -- р? = 9". (3) 
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Если при этомъ прямая [ проходить черезъ точку хо, %,, то должно 
ВЫПОЛНЯТЬСЯ равенство: 
Я = Рхо; 


если же точка Хо, у, принадлежитъ также кривой и, такимъ образомъ, 
является точкой касаня, то ея координаты удовлетворяютъ уравненю 
эллипса, т. е. 


® 2 
Е = |. (4) 
Уравнене (3) въ этомъ предположени принимаетъ видъ: 


(4? — м1 Е рим Е ® — у? =0, 
и, если, на основанйи равенства (4), положить 
2 Е 2х2 
а? небе, р т о 
р 

то упомянутое уравнене можетъ быть преобразовано такъ: 
РНЕ ^ 
и о Бет 
Л\вая часть этого равенства представляетъ квадрать выражен 


р 


и мы въ результатЪ получаемъ, что 


р= 


ар Ро 
у $ я ' 


ое 

р хо. 

2 
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Такимъ образомъ, уравнене (2) принимаетъ вилъ: 


(х — хо) ло 


а же — 0, 


откуда, умноживъ его на %% : В? и воспользовавшись еще разъ равенствомъ 
(4), мы придемъ къ уравненю 
хх 


пн —0 (5) 


р? 


которое и будеть уравнен!емъ касательной къ эллипсу (1) въ точкЪ 
Хо Уз (точку эту мы будемъ обозначать черезъ л). 


3. Согласно 6 58, (8), отсюда получается слфдующее уравнеше 


для прямой, перпендикулярной къ касательной: 
А 1Т№ 


сы (6) 


— 
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глЪ 4 произвольная постоянная. Для того, чтобы этотъ перпендику- 
ляръ проходиль черезъ точку лу, 7,, должно выполняться равенство 
4 = хо 1, (1/0? — 1/4^), такъ что уравнеше (6) принимаетъ видъ: 


жму  (убжл 


_ № — а? = (7) 


Эта прямая называется нормалью къ эллипсу въ точкъ Хо, У. Она 
перпендикулярна къ касательной и проходить черезъ точку касаня. 

4. Подъ направлен!емъ кривой лин{и въ нфкоторой ея точкЪ 
разум6ютъ направлен!е касательной. Кривая лин Яя, такимъ образомъ, 
измфняеть свое направлене при переходЪ отъ одной ея точки къ другой, 
въ то время какъ прямая во всфхъ своихъ точкахъ иметь одно и то же 
направлен. Итакъ, нормаль является перпендикулярной не только 
къ направлен!ю касательной, но и къ направлен!ю самой кривой. 


5. Если въ уравнени (6) положить 4 = 0, то получимъ уравнене 
перпендикуляра, опущеннаго на касательную изъ центра: 


Большй интересъ представляеть для насъ перпендикуляръ, опу- 
щенный на касательную изъ фокуса. Если положить 


= а — |, (8) 


то фокусы о, и имфютъ, соотвфтственно координаты +с,Ои — с,0;: 
такимъ образомъ, уравнене перпендикуляра, опущеннаго на ка- 
сательную изъ фокуса {, имфетъ видъ: 


с ми. (9) 
[о 4? 

Для того, чтобы получить коородинаты основайя л’ этого перпен- 
дикуляра, опредфляютъ величины х, у изъ уравненй (5) и (9). 

6. Если мы теперь станемъ передвигать точку л’ влоль эллипса, 
то, равнымъ образомъ, будеть перемфщатся и точка л’ и опишеть при 
этомъ нфкоторую кривую, уравнеше которой мы сейчасъ опредЪлимъ. 
Мы должны будемъ для этого исключить х., Уо изъ трехъ уравненй: 


Ао, 7% 
ти р? г 1, 
ож т 5 1 0 10 
нд т 
с: 
4? р? 
Веберъ, Эациклоп. элемент. геометрии. 14 
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Для выполневя этого мы введемъ неопредфленный множитель # и, согласно 
второму изъ уравненй (10), положимъ: 
т у 
Ыб Ао = у. 
а 
Если подставить эли выраженя въ первое и третье равенства (10), 
то получимъ: 
хх от =^А 


а? (х — © + Му? = 


> 
02 


Возведемъ первое изъ этихъ равенствъ 
въ квапрать и приравняемъ оба вы- 
ражен!я для 12; получимъ: 


ах — с Ев = (х(х- ом. 


Это равенство поддается значитель- 
ному упрощеню. Именно, если по- 


и ложить 
А 6 г: ‚5 
же = м, 


то получимъ: 
т Эс + 68 = п? -- 3? — 2642 + @? 0, 
откуда, положивъ [* = 4? 57, найдемъ: 
п — ап — 29) Фф-уег-@=0, 

или 

(Г а?) (° = 6-Е 04) = 0- 

Но второй множитель 

т сх? = ОРУ 
не можеть быть равенъ нулю. Такимъ образомъ, 7? = а?, чфмъ доказы- 
вается теорема: 

Основан1я перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ фокуса на 
касательныя къ эллипсу, лежатъ на нфкоторой окружности. 

Окружность эта имфетъ тотъ же центръ, что эллипсъ, а даметромъ 
ея является большая ось эллипса (фиг. 77). 

7. Разсмотримъ дв прямыя, соединяюня точку л эллипса съ фо- 
кусами |, Г. Уравненямъ обфихъ прямыхъ должны удовлетворять значе- 
НЯ Х = №, У = и, сверхъ того, первому изъ нихъ лолжны удовле- 
творять значеня у = 0, х = {- с. а второму  значеня у — о 
Отсюла мы получаемъ и самыя уравненЯя: 


У — №) (у =) (Нло) = 0, (Г), 


Е (11) 
Ув (х — Зо) Е (т Хо) (с — №) = 0, (п/). 
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Согласно 5 58, 2, чтобы привести эти уравнейя къ нормальному 
виду, нужно раздфлить ихъ на корень квадратный изъ суммы квадратовъ 
коэффищентовъ при х и при т, т. е. первое —- на 


РУС №) о, 
а второе - на 


г=УС ЖЕ м. 


При этомъ г и г’ суть отрфзки /’л ил (какь въ 8$ 66 и 68, 
такъ что 7 лежитъ противъ фокуса }, "’ противъ фокуса р) и, по 
основному свойству эллипса, 


И 9 
(12) 
с кана 
и а 


Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ нормальному виду уравнешй (11): 


з 


1—2 МОСТ 0 
” 
13 
= о аа (у — (с — №) О и 
„1 == =” я = ^^ 
и, согласно 8 58, 5, равенства 


зе А --Е (14) 


являются уравненями обфихъ биссектрисъ угловъ, образуемыхъ пря- 
мыми [ли |'л. 
Изь тождествъ 


о же о (г) с о@ г 

рут г к 

С БА бе СДО 
гг 


еле ДИ 


съ помощью соотношенй (12) и (4) получимъ: 
УР Я = —— — + А ‚) ь 
т: 9 [0 


24 8 А = ре | = У (у = а ь 
й 6" И 


Уравненя (14), такимъ образомъ, являются уравненями касательной и 
нормали къ эллипсу, откуда вытекаетъ теорема: 

Касательная и нормаль къ эллипсу дЪлятъ пополамъ углы 
между лучами, выходящими изъ фокусовъ и проходящими черезъ 


точку касан{я. 
14 
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$ 79. Геометрическое доказательство теоремы о касательной. 


1. Послдняя теорема предыдущаго параграфа можетъ быть болфе 
просто доказана безъ помощи уравненй, исходя изъ основного свойства 
эллипса. 

Обозначимъ черезъ р и л двЪ точки нфкотораго эллипса съ фоку- 
сами У и. (фиг. 78). Лишя, соединяющая точки ри л, является сЪкущей 
эллипса, а отрЪзокъ лр, который мы обозначимъ черезъ $, есть хорда. 


Мы положимъ 
ур=н Бира, 
Гя=о, Дп=0' 
изъ основного свойства эллипса вытекаетъ, что 
и =о- о’ = 234. (1) 
Въ треугольникахъ ’рл и {рл другъ противъ друга лежатъ, соот- 
вЪтственно, слЪдующе стороны и углы. 
въ треуг. фл: г противъ 2%, 
0 з <я-Ь 
» = в — 9, 
въ треуг. /рл: 0’ „ РЕ, | 
т я). | 


Фиг. 78. 5 = = 4’ й. | 


ге _ 900 [4 тЕ 
5; э@_ 9%’ зи (Ё #9)’ 
г $1" 0’ эшЁ 


$ — эВ 5 мВ, 
слфдовательно, согласно (1): | 


эт и В > АЙ ео С 
зи 1) эт’ РЁ) — зиЦр- 8) ' зи’ РГ) 


ИЛИ 


Положимъ теперь, согласно тригонометрическимъ формуламъ ($ 29, (5), (6)), 
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тр 509 — Эш ет 
2 2 
5т( 3) и В, 
т)’  эшЕЁ = 95 \ ы ы с05 Бы ты : 
$1(9” РЁ) = 251 г 5 + с0$ ь = - 


тогда, сокративъ числителя и знаменателя на 25111(! 9) ина 2311 (9” Г), 
мы получимъ: 


Ге сое 
а м м и 2 
— 9 (2) 


Теперь мы приведемъ точки р ил къ совпадению въ н$которой 
гочкф на эллипсЪф. Тогда сфкущая рл станетъ касательной. Уголъ Ё ста- 
неть равнымъ 9, Г равнымъ 9”. Такимъ образомъ, 


р а 1 со р 1 
ве Би, 
ё} 5 Ё 
со Е = с0$ 9, с0$- а = с0$ 9", 


и равенство (2) приметъ видъ: 
0$ = с053"; 


въ виду того, что углы 9, 3” лежатъ въ первомъ квадрантЪ, мы заклю- 
чаемъ отсюда, что 


=". 
Вь этомъ и состоить теорема, изложенная въ концЪ 5 78. 


2. Еще болфе простымъ является слъдующее косвенное доказа- 
тельство (фиг. 79). р” 


Обозначимъ черезъ /, /’ фо- 
кусы эллипса, черезъ р — произ- 
вольную точку на иемъ; тогда 
/р-Е Г’Ь = 2а. Продолжимъ отрЪ- 
зокъ [р вь сторону точки р, отло- 
жимъ на продолжен отрЪзокъ 
"р = Гр и раздфлимъ уголь уе 
пополамъ нЪкоторой прямой {. При этомь, если бы прямая линя [Ё имфла 


Фиг. 179. 
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съ эллипсомъ еще одну общую точку р’, то должно было бы также 
выполняться равенство: 


Тр’ р’ Е. Гр’ ВУ” 2а, 
что однако невозможно, такъ какъ въ треугольникф }{’/” сторона //”" 
меньше суммы двухъ другихъ. Такимъ образомъ, прямая { имфетъ только 


одну общую точку съ эллипсомъ; такъ какъ для эллипса не существуеть 
асимптотическаго направленя. то она служить, слЪдовательно, касательной. 


Если обозначить черезъ () центръ эллипса и черезъ М — середину 
отрЪзка /”/", то въ треугольникЪ /”/{" линя ОМ соединяетъ середины 
двухъ сторонъ; слфдовательно, ОМ =+{/}' =а, въ этомъ заключается 
новое доказательство теоремы 8 78, 6. 


3. Теорема п. 1-го указываетъ на свойство касательнсй къ эллипсу, 
съ которымъ связано происхождейе названя фокусъ. 


По закону оптики свфтовой лучъ отъ зеркальной поверхности отра- 
жается такъ, что перпендикуляръ къ отражающей поверхности въ точкЪ 
отраженйя (перпендикуляръ паденя) лежитъ въ одной плоскости съ па- 
дающимъ и отраженнымъ лучами и съ обоими обризуетъ равные углы. 
Такимъ образомъ, если представимъ себЪ внутреннюю сторону перифери 
эллипса въ качеств отражающей поверхности, то каждый лучъ, выходящий 
изъ одного фокуса, отражается по направленю къ другому фокусу, такъ 
что вс лучи, выходяще изъ одного фокуса, собираются въ другомъ. 

Это явлене имфетъ мЪсто и въ томъ случа, если мы образуемъ 
нфкоторую отражающую поверхность вращенемъ эллипса вокругъ его 
главной оси. Эта поверхность, носящая назвайе эллипсоида вращен!я, 
равнымъ образомъ имфеть два фокуса и въ отношенм къ нимъ обла- 
даетъ въ пространствЪ тЪми же свойствами, что и эллипсъ- въ плоскости; 
именно, сумма разстояй отъ обоихъ фокусовъ является постоянной ве- 
личиной для всей поверхности. 


Если одинъ изъ двухъ фокусовъ удаляется въ безконечность, то 
эллипсъ приближается къ параболЪ, и эллипсоидъ враненя переходитъ 
въ параболоидъ вращен!я. Такимъ образомъ мы приходимъ къ поня- 
1ю о параболическомъ вогнутомъ зеркалЪ, обладающемъ тфмъ свойствомъ, 
что лучи, падающие параллельно его оси (напримфръ, солнечные лучи), 
собираются въ одной точкЪф, именно — въ фокусЪ, гдЪ благодаря этому 
развивается сильный жаръ. 


$ 80. Сопряженные д1аметры. 


1. Если черезъ центръ эллипса провести двЪ прямыя съ сопряжен- 
ными направленями, образуюция другь съ другомъ уголъ @, и взять 
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эти прямыя за оси н5фкоторой косоугольной системы координатъ, то 
уравнеше эллипса, согласно $ 77, приметъ видъ: 


2 2 
А Я 
Не-а == 1. 1) 
ая ( 
Значенно у = 0 овфчаютъ значеня х = та, а значемю х =0 


— значеня у = + В. ОтрЪзки 4’, ВВ” (фиг. 80) называются сопряжен- 
ными д!аметрами. Длины ихъ выражаются числами 24а и 28. Главныя 
ОСИ прелставляютъ собою частный случай сопряженныхъ дламетровъ. 


2. Если черезь н$фкоторую точку Р съ координатами хо, у, Про- 
вести лини, параллельныя сопряженнымъ даметрамъ, то получатся сопря- 
женныя хорды. Каждая изъ этихъ двухъ хордъ точкой Р дБлится 
на два отрфзка РО,, РО.; 
РРР, не. 30 

Точки (),, О, имъюгь одну 
и ту же абсциссу хо и противо- 
положныя по знаку ординаты 
у, опредфляемыя изъ урав- 


да вы: 52250) 


при этомъ РО =у м», РО, = 


—=у- \; слФдовательно, 
РО, - БО, = * — * 


Такимъ же образомь по- 
лучаемъ соотношение: 


РР, Ра ща, 


гдЪ х опредЪляется изъ уравненЯ Фиг. 80. 


2 
= 1. (3) 


ИЛИ 


РО, .РО, : БР, .РР, = №: @; ее 


такимъ образомъ, мы приходимъ, къ теорем$: 
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Сопряженныя хорды пересЪкаются такъ, что произведен!я 
отс5каемыхъ на нихъ отрфзковъ относятся, какъ квадраты д12- 
метровъ, параллельныхъ хордамъ. 


3. Для обфихъ точекъ пересьченя эллипса съ нфкоторой прямой, 
параллельной оси у-овъ, согласно уравнен!ю (1), имфетъ мЪсто соотношенше: 


2. 
= ВУ. 92; (5) 


обЪ эти точки совпадаютъ, если х = Ё а. 
Отсюда вытекаетъ теорема: 


Касательныя въ концахъ д!аметра эллипса имфютъ напра- 
влен!е, сопряженное съ направленйемъ д!аметра. 


4. Дискриминантъ уравненя (1) опредъляется рявенствомъ 


1 


А = а? В?’ 


откуда, согласно $ 76, 7, вытекаеть, что произведеше 
ар зто 


есть величина, не зависящая отъ частнаго выбора сопряженныхъ напра- 
вленй. Такъ какъ величина эта есть площадь параллелограмма ОЛСВ, 
то имфетъ мфсто теорема: 


Площадь описаннаго вокругъ эллипса параллелограмма, 
стороны котораго имфютъ сопряженныя направлен!я, есть вели- 
чина постоянная, а именно, она равна площади прямоугольника, 
построеннаго на осяхъ эллипса. 


5. Постоянному значению х, согласно (5), отвфчаютъ два равныхъ 
по абсолютной величинф, но противоположныхъ по знаку значеня в 
Это приводить насъ къ теоремЪ, содержащей теорему п. 8-го въ качествЪ 
частнаго случая: 


Хорда эллипса дфлится пополамъ д!аметромъ, сопряжен- 
нымъ съ ея направлентемъ. 


Отсюда вытекаютъ дальнфИция слфдстыя. Если въ уравнении 


2 у 


р 
а? к 82 =4 (6) 


й пробфгаетъь рядъ различныхъ значенй, то оно представляетъ систему 
подобныхъ и сходственно расположенныхъ эллипсовъ, при чемъ 
всф кривыя этой системы имфютъ одни и тЪ же сопряженныя направления. 
Въ самомь дфлЪ, любую кривую этой системы мы можемъ получить, 


сл шшшиитя твист ии = «9 


Е: $ 80 


если въ одной изь этихъ кривыхъ координаты х, у увеличимъ въ отно- 
шени УД: 1. Кривыя системы отсфкаютъ на переськающей ихъ прямой 
хорды, и всЪ эти хорды дЪлятся пополамъ одной и той прямой. 


Отсюда слЪдуетъ, что кольцо ограниченное двумя подоб- 
ными и сходственно расположенными эллипсами отсфкаетъ на 
каждой пересфкающей его прямой два равныхъ отрЪзка; если, 
въ частности, эта прямая касается внутренняго края кольца, 
то оба отрфзка, отсЪкаемые на касательной внфшнимъ краемъ, 
равны между собой (фиг. 81, тп = пг’н’, ра = ра). 


6. Аналогичная теорема имфеть мЪсто и въ отношени гиперболы. 
Нужно лишь въ уравнени (6) замЪнить В черезъ —- 6?. Въ этомъ случаЪ 


х 


Фиг. 81. Фиг. на. 


уравнеше (6) для 1 = 0 представить пару асимптотъ, которыя также 
принадлежатъ системЪ. Отсюда получается теорема: 


ДвЪ асимптоты гиперболы отсфкаютъ на каждой касатель- 
ной къ ней два равныхь отрфзка (фиг. 82, ро = ро’). 
7. Уравнеше эллипса, отнесенное къ главнымъ осямъ, имфетъ видъ: 
2 2 
А у 
а? = р = 1. (7) 


Это уравнене удовлетворяется тождественно, если положить: 


х = асо$ф, 
а (3) 
у = фзтф, 
гдЪ ф есть перемфнный уголъ, который принимаетъ различныя значеня 
для различныхъ точекъ эллипса. 
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Геометрическое значеше этого угла ф легко усмотрЪть (фиг. 83). 
Въ самомъ дьлф, если Р есть произвольная точка эллипса, а < — уголь, 
образуемый съ осью х-овъ ратусомъ-векторомъь ОР (= 0), то 


х = 0с08%, 


(9) 


у = оз 3. 


Если мы изъ точки Р опустимь перпендикуляръ на ось х-овь 
и продолжимъ его до пересфченя въ точкЪ () съ описанной вокругъ эл- 
липса окружностью 
ращуса а, то, озна- 
чая черезъ ф уголъ, 
образуемый раму- 
сомъ ОО сь осью 
х-овъ, получимъ, что 
Хх = а4с05ф, а изъ 
уравнений (7) будетъ 
вытекать, что у = 
рэшф. Если ф измф- 
няется оть 0 до 2л, 
точка Р обходить 
весь эллипсъ. 


8. Введене угла 
ф является очень цЪ- 
лесообразнымъ, если 


Фиг. 83 


рфчь идеть о нахожденми сопряженныхь д1аметровъ эллипса, изъ коихъ 
одинъ имЪетъ произвольно заданное направлене ОР. Если обозначимь 
сопряженные полудаметры черезъ а, В, то уравненше эллипса, отнесенное 
къ нимъ, какъ къ осямъ координатъ, имфетъ видъ: 


р-н (10) 


соотношенйя между величинами а, В, а, В получатся изъ равенствъ (4) $ 76-го, 
если замфнить въ нихъ 


черезъ 
1 1 6 1 1 0 
ое 0’ № 
и положить 3 -- © = $,; выполнивши подстановку, мы придемь къ 
равенствамъ: 
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1  с05* #) $117? И 
т ре’ 
2 2} 22% 
ЧЕ: ре р 11) 
ый а? р? 
д = 98 9 с058, ‚ эпйзшй,, 
И ы 6? 


Если мы введемъ вмЪсто угловъ 1+, $, углы $, ф, и, согласно 
равенствамь (8} и (9), положимъ: 


ас054\ = ас0зф, азш@9 = Вэшф, 
8 с0$49. = ас0$ф,, Взш%, = Вып, г 
то изъ посл6дняго соотношенй (11) вытекаеть: 
со$ф созф, -Е т эту, = со8(ф  $,) =0, 


откуда ф, = 9-- 15. Такимъ образомь, лини ОО и О’ взаимно 
перпендикулярны. Первыя два изъ равенствъ (11) выполняются при 
этомъ тождественно, и изъ соотношенйй (12) слфдуеть далфе: 


0с05й = 4с0$ф, азш® = Рэшф, 
8 с05%, = азтф, Взш9, = Всоз59; уе 
а то = а6, арВсоз@ = -1(4*  [?)зт2ф, 
а? В (14) 
со @ = ет 5таф, 


гдЪ @ =, 4 есть уголь между сопряженными полудаметрами. Та- 
кимъ образомъ, уголь становится прямымъ, если ф = 0 и д, = $7; 
въ остальныхъ случаяхь ‘д является тупымъ угломъ и достигаетъ наи- 
большаго значеня, когда ф = 7/4. 
ДалЪе, мы имЪфемъ: 
а? — а*с05 у | ЗФ, 
(15) 
83° == а? п? -- 6 соз*ф, 


а? в = а - [>. (16) 


Эта формула выражаетъ теорему Аполлон: 
Сумма квадратовъ сопряженныхъ полул!аметровъ есть ве- 


личина постоянная. 
9. Изъ равенства (15) вытекаетъь еще: 


а? а? 608 р-р у И 7 
8 дэ? в софа?" а" (99). 
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Если мы будемъ измЪфнять ф оть 0 до л/2, то &ф будетъ непре- 
рывно возрастать оть 0 до безконечности, и отношене 0?/8?, убывая, 
будетъ измфняться отъ 4?/Ь? до 6*/а?. 


10. Изъ соотношений (12), въ виду равенствъ с0$4 = п, эту = 
— —с08ф,, мы получаемъ также: 


(а + 6) со$ф — асоз9 + Взш 9, 


(18) 
(а -- Ь) зтф = ат  2с0$9; 


возводя въ квадратъ и складывая эти равенства находимъ: 


(2 РБ)? = 2 -|- В -- Завд зто 
= (а-- В) 208(1 — это). 


Такъ какъ 1 $11 @ всегда есть положительное число, то отсюда 
вытекаетъ: 


Сумма двухъ сопряженныхъ д1аметровъ больше суммы осей. 


Точно такь же; 
(а 5=(а В) 2а8 э9то), 


откуда слЪдуетъ, что (4 6)? больше, чфмъ (а В)?, и величина (&— 3)? 
достигаеть своего наименынаго значеня, равнаго нулю, когда ф = л/4. 

Эти теоремы и прелложен, аналогичныя имъ, находятся въ 7-ой книгЪ 
„Коническихъ сфченй“ АполлонЯ. 


$ 81. Окружность кривизны. 


1. Два коническихъ сфченя, какъ мы видфли выше, имфютъ четыре 
общихъ точки. Но черезъ однЪ и тЪ же четыре точки проходитъ цфлый 
рядъ кривыхъ, совокупность которыхъ носитъ назване пучка кони- 
ческихъ сфчен1й. Четыре точки, общихъ всфмъ кривымъ пучка, назы- 
ваются основными точками пучка. Если два коническихъ сфченя изъ 
разсматриваемаго пучка выражаются уравненями }-=0, ф = 0 и А есть 
постоянная величина, то равенство 


1+49=0 (1) 


является уравнешемъ н$котораго коническаго сфченя, принадлежащаго 
пучку, ибо оно выполняется, когда { и $ одновременно обращаются въ 
нуль, т. е. въ четырехъ точкахъь пересфченя кривыхъ [и ф. 

Если мы вообразимь себЪ одно изъ двухъ коническихъ сфченй 
[и ф неизмфняющимся, а другое — перемфннымъ, то мы можемъ допустить, 
что двЪ изъ ихъ точекъ пересфчены совпали въ одну. Тогла оба кони- 
ческихь сфчены въ этой точкЪ имфють общую касательную, и относи- 
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тельно самихъ коническихъ сфчен!Й говорятъ, что они имфютъь 
въ этой точкВ касан!е. Всф коническя сБченя пучка касаются другъ 
друга въ этой точк$. 


2. ДвЪ друпя точки пересфченя, могутъ такимъ же образомъ, сов- 
пасть; тогда получаются коническя сфченя, которыя касаются другъ 
друга въ двухъ различныхъ точкахъ: вдвойнЪ$ касающ!яся кониче- 
ск!я сБчен!я имфютъ двойное касан!е. 


3. Можеть также случиться, что три точки пересЪченя совпадають 
въ одну, между тЬмъ какъ четвертая лежить отдфльно. Тогда въ точкЪ 
совпаденя имфеть мфсто боле тфсное касаше, которое носить назване 
касан!я второго порядка, соприкосновен1я или трехточечнаго 
касания. 

Наконецъ, и всБ четыре точки пересфченя могуть совпасть въ 
одну. Тогда получается касанй!е третьяго порядка или четырехто- 
чечное касанге. 


4. Среди всфхъ коническихь сфченй, которыя имфютъ съ даннымъ 
коническимь сфченемъь въ нёкоторой данной точк6 л трехточечное 
касан!е, находится одна и только одна окружность, такъ какъ окружность 
вполнф опредфляется тремя точками. Эта окружности пересЪчеть данное 
коническое сБчене еще и въ чет- 
вертой точк$. Она носитъ назван1е 
окружности кривизны коническаго 
сфченя въ точкф л; коническому 
сфченю въ точкф л приписываютъ 
такую же кривизну, какую имфетъ 
эта окружность. Такъ какъ, оче- 
видно, окружность тфмъ болфе изо- 
гнута, чёмъ меньше радлусъ, то за 
м5ру кривизны, принимаютъ 
величину, обратную рад!усу 
окружности кривизны. Этоть 
раллусъ называется всл6дств!е этого 
радтусомъ кривизны, а центръ окружности кривизни— центромъ кри- 
визны коническаго сфченя въ точкЪ л. 

Въ отдёльныхъ точкахь (въ вершинахъ коническаго сфченя) окруж- 
ность кривизны можетъ имфть съ коническимъ сфченемъ четырехточеч- 
ное касане. 


Фиг. 84. 


5. Относитечьно положешя окружности кривизны мы замфтимъ слфду- 
ющее; возьмемъ прежде всего на нБкоторомъ коническимъ сЪчен!и,- напри- 
мЪръ, на эллипсЪ, —три не совпадаюция точки 1, 2, 3. Этими точками опре- 
дьЬляется одна окружность, и если эта окружность въ точкЪ 1 выходить 
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изъ эллипса, то въ точк6 9 она обратно входитъ въ эллипсъ, а въ 
точкЪ 3 вторично выходитъ изъ него (фиг 84). Если теперь мы заставимъ 
эти точки совпасть въ точкф л, то окружность перейдетъ въ окружность 
кривизны, которая, такимъ образомъ, касаясь эллипса, въ то время пере- 
ходитЪъ съ одной стороны его на другую. Она, напримфръ, в1» точкБ л 
выходитъ изъ эллипса и въ четвертой точкф пересфченя снова входить 
внутрь эллипса (фиг. 85). Исключенше представляется только въ точкахъ 
касаня третьяго порядка, въ которыхъ кругъ кривизны либо цфликомъ 
расположенъ внутри эллипса, либо —внЪ его. 


6. При аналитическомъ опредфлени окружности кривизны мы огра- 
ничимся случаемъ эллипса, уравнен!е котораго мы отнесемъ къ главнымъ 
осямъ и возьмемъ въ видъ: 


при чемъ система координатъ прямоугольная. 

Возьмемъ на этомъ эллипс три не совпадаюшя точки 1, 8, 3, со- 
единимъ точки 1, 3 прямою [ и проведемъ затфмъ черезъ точку 2 
вторую прямую $, которая пересфкаетъ эллипсъ въ н6которой четвертой 
точкЪ 4. Эти дв прямыя мы будемъ разсматривать, какъ пару линй 
(распадающееся коническое сЪчен1е); и если [=0, у= 0 суть 
уравненя этихъ прямыхъ, то уравнеше 


ЕАН = о (3) 


характеризуеть пучокъ, для котораго точки 1, 2, 3, 4 являются основ- 
ными. Въ этомъ пучкф окружность содержится лишь въ томъ случаф, 
если точка 4 является четвертой точкой пересфченя кривой съ окруж- 
ностью, проходящей черезъ точки 1, 2, 3. 


7. Если, далЪе, три точки 1, 2, 3 совпадають въ нфкоторой точкб 
я (сь координатами ж, о), то прямая { становится касательной въ этой 
точкЪ, а х сБкущей, проходящей черезъ точку л. 

Мы можемъ поэтому положить: 


5==а(х — №) НВ» 3), 


гдЪ черезъ а, В обозначены неопредфленные коэффишенты, отношен1е 
которыхъ опредЪляется точкой 4. 

Такимъ образомъ, даже если точка 4 дана, остается неопредфлен- 
нымъ нфкоторый обшйй множитель чиселъь а, В; поэтому мы можемъ 
замфнить въ уравнен1и (3) Аа, АВ черезъ а, В и представить его въ видЪ: 


р татьи в. 


203 $ 81 


(4) 


(ах — м) ЕВ зы (+ у | :) в 


Если мы оставляемъ оба коэффишента а, @ неопредфленными, то оста- 
ется неопредБленною и точка 4, такъ что уравнене (4) представляетъ 
совокупность коническихьъ сБченй, соприкасающихся другъ съ другомъ 
въ точкЪ л. Вь ихъ числ находится и окружность кривизны. 


8. Для того, чтобы найти ее, мы опредфлимъ коэффищенты @, В 
такъ, чтобы уравнене (4) приняло вилъ уравнен!я окружности. Для этого 
необходимо и достаточно, чтобы въ уравнеше (4) не входило произве- 
деше ху, и чтобы коэффищшенты при х? и 5* были равны ($ 62, (2)) 
условя эти приволятъ къ уравненямъ: 


а В _ 
р? рт а — о, 

аб ГЕЙ (5) 
1 


Первымъ изъ нихь опредфляется отношене а:В; или, обозначая черезъ # 
неопредБленный покамфстьъ множи- 
тель, имфемъ: 


Их. йу 
Е бр. “о. 
= а? з — > ы (6) 
уравнене лини $ можеть быть пред- 
ставлено въ видЪ: 


и 

ПТИ Е 

9. Этого результата уже доста- 
точно для того, чтобы съ помощью 
даннаго эллипса построить вторую 
точку пересфчен 4 кривой 5 съ эллип- 
сомъ и самую окружность кривизны, 
если ни одна изъ коорлинатъ Ху, 10 
пе исчезаетъ, т. е. если точка л не является какою-либо изъ вершинъ 
кривой. ДЪйствительно, въ уравненяхъ прямыхъ ри 5 коэффищенты при 
х и у отличаются только знакомъ одного изъ нихъ, такъ что прямая $ 
образуетъ сь осью х-овъ уголъ, отличающйся лишь знакомъ оть угла 
прямой {. Такъ какъ, кромЪ того, эта прямая проходитъ черезъ точку л, 
то послЪдняя можетъ быть непосредственно построена, а затфмъ остается 
провести окружность, касающуюся { въ точкф л и проходяшую черезъ 
очку 4 (фиг. 85). 


Фиг. 35. 
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10. Для аналитическаго опрелфленя окружности кривизны, опред$- 
ляють величину А, подставляя выражен (6) во второе изъ равенствъ (5); 
если при этомъ положимъ для краткости 


да о” И. ; 
Е ит Е р!’ (7) 
а? к р? а бо (8) 
то получимъ: 
62 
— ао’ 
п ее (9) 
або’ ' ар‘ а’ 
слБдовательно, 
1 т аж а №. р (& ра ‘о? + а? р? 2 
т 42? о а! | м 
откуда, пользуясь равенствомъ 
№ о? 
6? - |? т, 
получаемъ: 
1 аж 1 1. 
Гео р? 20° 
далфе: 


(9 (= %). 
г - Вл л Е ».) ао а? р? 


Отсюда уравнеше (4) окружности кривизны принимаетъ видъ: 


ых > (х? нА. —- = -- а (ахо + в 


4? 
мы [в —. (ахо Е во т ыы Ву — = 0, 


или, наконецъ, если воспользоваться еще разъ уравнешемъ эллипса: 


хх Эру з д бу? а 
ара в а. и Е. вв] 0 (10) 


Если координаты центра кривизны обозначить черезъ &, 9, ратусь 
кривизны — черезъ 0, то это уравнене, по освобождени отъ множителя 


можетъ быть представлено въ видф: 


о ао в 


ас’ 


нано о В. 
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„приравнявъ коэффишенты при первыхл, степеняхъ ли у вь уравненяхъ 
(10) и (11), получимъ: 


2х3 сузз 
т Е, аз 


Такъ какъ точка Хо, у» лежить на окружности (11), то 


= (№ а (1 1)”, 


а изь равенства (12) вытекаетъ: 


Ао $ == бльо, 


№ — ПП = @уб 


откуда 
0? = ар 03. (13) 


Знаки правыхъ частей въ равенствахъ (12) обнаруживаютъ, что, 
когда точка л лежитъ въ первомъ квадрантЪ, центръ кривизны ле- 
жить въ четвертомъ квадрантЪ. 


11. Теперь легко ужь построить нентры кривизны для вершинъ, 
которыя мы выше исключили изъ разсмотрфыя (фиг. 86). Согласно ра- 
венствамъ (12), иско- 


мыя точки У[, 3 имЪютъ 
координаты &= с*/а, 
}—0; 5==0, и= — 52/6. 
Построимъ прямоуголь- 
никьъ ОЛСВ со сто- 
ронами а, р, и опустимъ 
на прямую /4В перпен- 
дикуляръ СЗ; этотъ 
перпендикуляръ пере- 
сЪчетъ оси въ искомыхъ 
точкахъ %{ \. ДЪистви- 
тельно, напримЪръ, для 
точки %[, если поло- 
жить ()3[ =-&, изъ по- 
добныхъ треугольниковъ (СА и АВС получимъ: (а—&:р=ф:а, 
откуда 5 — (14° [?\/а = с'/а; подобнымь же образомъ найдемъ, что 


= ОЗ. 


12. Изъ равенствъ (12) можно вывести слфдующы: 


ы ка 
А = ый (' р ) ". 
а В А: И 


Веберт, Энциклоп. элемент. геометрии. 15 


Фиг. 56. 
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если возвысимъ ихъ въ квадрать и сложимъ, а затмъ примемъ во вни- 
манёе, что Х,, Уо Удовлетворяють уравненю эллипса, то получимъ: 


Это уравнене не за- 
виситъ ОТЪ Ху, 35, такъ 
что ему удовлетворяютъ 
всф центры кривизны эл- 
липса; если разсматривать 
величины 5, 1), какъ коор- 
динаты перемЪнной точки, 
то равенство (14) явля- 
ется уравнемемъ н$кото- 
рой кривой, называемой 
разверткой эллипса. 


Фигура 87 приблизительно изображаеть ея форму. 


Фиг. 87. 


13. Уравнене (14) имфетъь иррашональный видъ, такъ какъ содер- 
жить кубическе корни. Для того, чтобы освободиться отъ нихъ, возве- 
демъ прежде всего обЪф части уравненя въ третью степень: 


р я 
(В) 
С 


С 6. 


Но, согласно равенству (14), иметь мЪфсто соотношене: 


2. 
З 


72 2 2 2 Е 
вы (ем) - (че (( в ИЕ ы ыы (22) 
( 66 7 6% Е ) (1) , (".) о бо 


слфдовательно, наше равенство можеть быть преобразовано такъ: 


2 
и \3 953 Я 
3 (“= о о 


с Е 
возведя обЪ части его въ третью степень, получимъ: 
З |2 
9? р? 72 97 ОЕ? 


Это уравнеше не содержитъ уже знаковъ извлеченя корня. Вы- 
полнивъ въ лЪвой его части возвышене въ кубъ, можно расположить его 
но степенямъ ё и 9), но мы этого дфлать не станемь Для &=0, у =0 
лф\вая часть уравнен (15) принимаетъ отрицательное значене, для доста- 
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точно же большихь значенй &, у — положительное. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что лфвая часть уравнен1я (15) имБетъ отрицательное или 
положительное значен!е въ зависимости отъ того, лежитъ ли 
точка &, 9 внутри развертки или внЪ ся. 


$ 82. Касательныя и нормали, выходя я изъ данной точки. 


1. Если данъ эллипсъ 


| 
> 


2 2 
^^ (1) 
и произвольная точка р съ координатами &, 1, то можно поставить себЪ 
задачу - провести касательную къ эллипсу, проходяшую черезъ точку р- 

Если обозначить черезъ Ху, Ус 
координаты искомой точки касаня, 
то уравненйю касательной въ этой 
точкБ 

— 


ео р = © 


[7 
должны удовлетворять координа- 
ты точки р, т. е. должно имфть 


Фиг. 88. 
мЪсто равенство г 


Такимъ образомъ, если мы черезъ х, у снова обозначимъ перемфнныя 
координаты, то уравнене прямой 


у 


В 
тя ее 


1=0 (2) 
должно выполняться для точки Хо, №. Но прямая эта пересфкаеть эллипсъ 
въ двухъ точкахъ, слфдовательно; сушествуютъ двЪ касательныя 
къ эллипсу, прохолящия черезъ точку р. 


2. Прямая лишя Р называется полярой точки р относительно 
коническаго сфченя 1. 

Ее можно легко построит", не пользуясь при этомъ эллипсомъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, если выражеше Р представить въ видЪ 


то непосредственно ясно, что величины @ = 4? : &, В =[?:1] представляютъ 
собою длины отрфзковъ, отсфкаемыхъ прямою Р на обЪфихъ осяхъ. Такимъ 
образомъ, для того, чтобы, напримфръ, получить &, нужно по данному 


15 
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квадрату 0? построить равновеликй ему прямоугольникъ, одна изъ сто- 
ронъ котораго имфла бы ланную длину &. 


3. ОбЪ точки перес5ченя прямой Р съ коническимь сБчешемъ Е 
могуть быгь вещественными или мнимыми. Въ послЪфднемъ случаЪ не 
существуеть вовсе касательныхъ, прохолящихъ черезъ точку р; простое 
созерцаше показываетъ, что это имфеть мЪсто, если точка р лежить 
внутри элипса. Если же точка р лежитъ на самомъ эллипсЪ, то поляра 
переходитъ въ касательную, т. е. обЪ точки пересфченя ея съ эллипсомъ 
совпадаютъ. 

Этотъ результатъ, полученный непосредственнымъ созерцанемъ, легко 
можетъ быть найдемъ и аналитическимъ путемъ, если вычислить дискри- 
минанть квадратнаго уравненя, которое получается исключенемъ одной 
изъ неизвфстныхъ х, } изъ пвухъ уравненй (1) и (2). Но мы не будемъ 
здфсь заниматься этими изслЪдованями. 


4. Для того, чтобы получить уравненя касательныхъ, которыя можно 
провести къ эллипсу изъ точки р съ координатами &, 11, разсмотримъ 
пучокъ 


Е — АР? = 0, (3) 


кривыя котораго всф касаются другъ друга въ точкахъ пересфченя 
ЕБиР. Если опредфлить значеше параметра А такъ, чтобы кривая (3) 
проходила черезъ точку р, то получимъ распадающееся коническое сЪче- 
не, именно пару касательныхъ (проходящихъ черезъ р). Если черезъ 
Во и Ру обозначить значешя выраженй Ри Р въ точкЪ р, то согласно 
равенству (2) Ро = Ру, и уравнеше пары касательныхъ (3) можетъ быть 
написано такъ: 


ЕЁ, -Р®= 0, (4) 
что въ развернутомъ видЪ даетъ: 


О ЭО-ьО? евр _ 
ар? а? р? ‚ 
ИЛИ 
бабе: УСЫ еее" ОНУ 
926 а? р? 


Для того, чтобы получить отсюда уравненя самыхъ касательныхъ, 
нужно разрфшить еще квадратное уравнеше. Послфднее мы найдемъ, 
ПОЛОЖИВЪ 
у—1=Цх -$)}; (5) 


Ь такимь образомъ, является тангенсомъ угла, образуемаго искомой 


кагательной съ осью х-овъ ($ 58, 8). Для Ё получается квадратное урав- 
нене 
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(77—12)? ( 1 
или 


ЕР 
ар а? | а 


(92) — 2154 + (49° — 2) = 0. 
Если черезъ |, Ь обозначить корни этого уравненйя, то (томъ [| 6 50) 
2 


—_ 2% 
в р 


2 


ыы 


[522 


Г) 
Услошемъ того, чтобы обф касательныя были взаимно перпендикулярны, 
является равенство 11, = 


1, или 


а = - №. 


(6) 
чфмъ доказывается теорема: 


Если мы будемъ разсматривать величины &, 9, какъ перемфнныя 
координаты, то это равенство представитъ собою уравнене окружности, 


Если прямой уголъ передвигается такъ, что стороны его 
постоянно касаются нфкотораго эллипса съ главными полуосями 


псомъ окружность рад!уса | а? + [2. 


а, В, то вершина угла описываетъ концентричесиую съ элли- 
Аналогичная 


теорема имЪеть 


мЬсто и для гиперболы; но въ 
этомъ случа ралусъь окружности равенъ У? -№, такъ что онъ яв- 
ляется вещественнымь только въ Томъ случаЪ, если а >В, т. е. если 
асимптоты гиперболы образують острый уголъ. 


5. Задача о нормали. Требуется изъ данной точки р съ коор- 
динатами &, 3) провести прямолинейный отрфзокъь къ нфкоторой иско- 


мой точкф л даннаго эллипса такъ, чтобы этотъ отрфзокь въ точкВ я 
былъ перпендикуляренъ къ эллипсу, т. е. служиль бы нормалью. 


Если х, у суть координаты точки л, то он прежде всего должны 
удовлетворять уравнен!ю (1!) даннаго эллипса: 


| 


д у 


т р? = 


съ другой же стороны, согласно уравнен!ю нормали въ точк® х,у ($ 78, (7)), 
которое должно выполняться въ точкф &, 4), иметь мЪсто равенство: 
ОЕ Зри ЮЖ 

"ЗЕ р? 2 = 


0. 
а 


(7) 


Искомая точка или (если ихъ есть н$сколько) 


ИСКОМЫЯ 


точки, 
такимъ образомъ, являются точками пересфченя двухъ кривыхь Д = 0, 
Е = 0; а, такъ какъ обЪ эти кривыя суть коническйя сЪченйя, 
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то существуютъ четыре нормали, проходящ!я черезъ данную 
точку р (фиг. 89). 


6. Кривая Ё — 0 есть данный эллипсъ. Кривая же [= 0 является 
равносторонней гиперболой, проходящей черезъ точку х = 0, у = 0, 
т. е. черезь центръ эллипса Ё, и 
черезъ точку х = &, у = 1), т. е. 
черезъ данную точку р. Оси коор- 
динать относительно эгой гипер- 
болы имЪють асимптотическое на- 
правлеше. 

Уравнене гиперболы Ё мо- 
жетъ быть переписано въ видЪ: 


И ПУ. 


Т=ху + о, (8) 


22 2 
Фиг. 8). С С 


гдЬ с? = а? — [?. Если представить уравнеше / = 0 въ видь 


(х — а) (у В) — В =0, 


то а, В будуть координатами центра гиперболы, для которыхъ получаемъ 
значеня: 

т М вы 

с? 

Такимъ образомъ, если точка р лежитъ въ первомъ квадрантЪ, то 
точка а, В лежитъ въ четвертомъ квадрангБ, и @ всегда больше &. 

Та вЪтвь гиперболы Ё, которая проходитъ черезъ центръ эллипса, 
должна выйти изъ эллипса въ двухъ точкахъ, изъ коихъ одна лежитъ въ 
первомъ квадрантЪ, а другая въ третьемъ; вторая же вфтвь, въ зависи- 
мости оть положеншя точки р, можеть либо встрЪтить эллилсъ въ двухъ 
точкахъ, либо касаться его въ одной точкЪ, либо же пройти внЪ эллипса, 
вовсе съ нимъ не пересфкаясь. 


Черезъ точку р (лежащую въ первомъ квадрантЪ) прохо- 
дятъ, такимъ образомъ, дв дЪйствительныя нормали, основан!я 
ьоторыхъ лежатъ въ первомъ и въ третьемъ квадранчахъ. 


Существуютъ также еще дв другихъ нормали, которыя, 
однако, могуть совпадать или быть мнимыми; въ томъ случа$, 
когда онф дфйствительны, ихъ основан]я лежатъ въ четвертомъ 
квадрантЪ. 


7. Для того, чтобы отличить, какой изъ этихъ трехъ случаевъ 
имфеть мфсто, мы должны изслфдовать уравнен!е 4-ой стелени, отъ ко- 
тораго зависять основаня нормалей. 
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Это уравнене 4-ой степени всегда иметь два вещественныхъ корня. 
Два другихъ могутъ быть либо вещественными, либо мнимыми. 


Если вмфсто биквадратнаго уравненя мы возьмемъ его кубическую 
резольвенту (томъ 1, $ 87 и 88.), то эта послфдняя въ первомъ случаЪ 
иметь три вещественныхъ корня, а во второмъ — одинъ вещественный и 
два сопряженныхъ мнимыхъ корня. 


8. Въ качествЪ кубической резольвенты мы, естественно, выбираемъ 
уравнене, отъ котораго зависять три пары прямыхъ, проходящия черезъ 
четыре основаня. ВсЪ эти прямыя дЪйствительны, если всБ четыре основан я 
дЪйствительны. Если же два основаня являются сопряженными мнимыми 
точками, то одна пара прямыхъ дЪйствительная, двЪ друйя -мнимыя. Нако- 
нецъ, если два изъ основан 1, 2, 3, 4, - напримЪфръ, Зи 4, — совпадаютъ, 
то двЪ пары прямыхъ также совпадаютъ въ одну, а именно — въ пару 
31, 32. Другая же пара состоитъ изъ прямой 12 и касательной въ точкЪ 3. 

Если 3, 4 суть сопряженныя мнимыя точки, то прямая, ихъ соелди- 
няющая, дЪйствительна, по пересБкаеть эллипсъ вь мнимыхъ точкахъ. 
Въ этомъ случаъ мы имфемъ пару дЪйствительныхъ прямыхъ 1. 34. 
Пары 13, 24 и 14, 23 состоять изъ мнимыхъ сопряжениыхъ прямыхъ. 


9. Такимъ образомъ, мы должны теперь изсл5довать пары прямыхъ, 
содержашияся въ пучкЪ коническихъ сБченй 


З-+АЕ=О 


(томъ 1, 5 90). Уравнене этого пучка въ развернутомъ вид предста- 
вляется такъ: 
52 


2 
А В 2х2 


Рх) 20уЕ 
а? “|? НА р —# = 0, 


62 


и оно выражаетъ, согласно $ 74, пару прямыхь, если опредфлитель 


у А т | 

| а?’ 1, с? 

4 ПРЕ 
хе №. 
22) — а?Е ) 

6?’ 2’ Г. 


равенъ нулю. Отсюда для А получается кубическое уравнене: 


73 2 Е 23 о ла ра = 
А ее ое о 


а? с & _ И › 
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или же, если раздфлить его на ар и положить А: ав = и: 


4? о 1 г 


к ии ( + ь] +26. Вы 


= (0. (5) 


Теперь легко составить дискриминантъ этого уравнены. 
Согласно $5 83, 85 тома 1, относительно вещественности корней 
этого уравненя нужно различать слЪлующе случаи: 


3 #3 22 2 12 #2 
если (2: —- =: - ‚} ++ ОГ р Е и. < 0: три вещественныхъ корня, 


— 0: два равныхъ корня, 


>> 0: одинъ вещественный корень. 


Но выражене, знакъ котораго здфсь принимается во вниманЕ, въ 
точности представляетъь собою лфвую часть уравненя эволюты, которая, 
согласно $ 81, 13, для точекъь внутри эволюты имфеть отрицательныя 
значеня, а для точекъ внф ея — положительныя: такимъ образомъ, нами 
доказано предложене: 


Изъ точки, лежащей внутри эволюты, исходятъ четыре 
нормали къ эллипсу, изъ гочки на эволютф —три нормали, а 
изь точки, лежащей внЪ эволюты, ° только двЪ. 


$ 83. Аналитическая сферика. 


1. Изслфдованя первой и четвертой частей сферической тригоно- 
метри неоднократно давали возможность усмотрфть далеко проникающую 
аналогио между сферикой и планиметрей. Вопросъ теперь заключается 
въ томъ, можеть ли эта анало№я быть выведена аналитически. 

И дЬйствительно, при искусномь выбор системы координатъ по- 
лучается поразительное совпадене формулъ аналитической геометри на 
плоскости и соотвЪствующихъ формулъ „аналитической сферики“, осо- 
бенно если каждыя дв противоположныя точки шара разсматривать, 
какь одну „точку“ (ср. $ 10, 2). Аналитическая сферика является въ 
этомъ случа точнымъ воспроизведешемъ аналитической геометр!и на 
плоскости. 


Въ посл5дующемъ рад1усъ шара мы будемъ считать равнымъ 
единиц. Окружность большого круга мы будемъ называть „сфе- 
рической прямой“, такъ какъ она является сферическимъ ана- 
логомъ прямой. 


Объ угл между сферическими лучами мы будемъ говорить въ 
обычномь смысл этого слова, слБдовательно, не въ соглафи съ опре- 
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дфленями $ 38, 8. Поэтому нБтъ также надобности здфсь присваивать 
каждой окружности большого круга опредфленное награвлене. 


Въ качеств „осей координать“ мы выберемъ дв взаимно перпен- 
дикулярныя сферическя прямыя и одну изъ точекъь ихъ пересБченя 
будемь называть „начальной точкой“ (). Мы опредфлимъ дальше поло- 
жительное направлене абсциссъ 
ОХ и положительное направлене 
ординатъ ()У, при чемъ точки Х 
и У отстоять оть О на одинъ 
квадрантъ (фиг. 90). 

Обозначимъ черезъь Р’произ- 
вольную точку шара. Изъ точки Р 
мы опустимъ сферичесюе перпен- 
дикуляры РО =)’ и РК = &' на 
„оси координать“ и положимъ, 
принимая во внимаше знаки дугъ: 


(@/9) р с, ОК — Я - 


Подъ „сферическими ко- -У 
ординатами“ х, у точки Р мы Фиг. 90. 
разум$емъ тригонометрическ:е тангенсы дугъ и у, такъ что 


Х=\6, м = 61. 
При этомъ, согласно чертежу, 
= ОТО, % ОХЮ, 


Для того, чтобы соотвфтстые между координатами и точками было 
однозначнымъ, мы, принимая во вниманя, что 12 ф = (л-Р 9), должны огра- 
ничиться интерваломъ л/2 =& ч=4л2; выражаясь геометрически, 
мы занимаемся геометрей полушар1я. На нашемъ чертежЪ мы разсма- 
триваемъ лишь переднее полушарге. 


Тогда каждой пар значен1й х, › между хи | о отвф- 
чаетъ одна и только одна точка полушар!я, и наоборотъ. 


Окружность больного круга АХ, ТУ, Х, У образуетъ границу 
разсматриваемой области и поэтому играетъ роль безконечно удаленной 
прямой. Связь между величинами & и Е, съ одной стороны, у и? 
съ другой, устанавливается формулами ($ 53, (6)): 


Чо = со), у = соз& 1. (1) 


2. Пусть нЫкоторая сферическая прямая образуеть съ сфери- 
ческою осью х-овъ уголь у и отсфкаетъь на „осяхь координатъ“ 


4 
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отрфзки а и В. Если Р} ху] есть точка сферической прямой, то имфемъ: 


ра в м {7 с0зё 
ЗТ — та > зн (а  &  зтасозЕ — созазт” 
или 
эта эта —с05а45 
р я и ’ 
или $ 
Бо, м 
ра №2 р 
Если положить: 
га=а, 68 =Ь, 
то уравнене сферической прямой получится въ вилб: 
Хх и ` 
= 
а р (7 
Если сферическая прямая проходитъ черезь постоянную точку Р, } хм}, 
то ея уравнене имфетъ вилъ: 
2 и ` 
с РЕ о т то. (1) 3 


а р 


Уравнеше ((5) является линейнымъ относительно х и у. Наоборотъ, 
каждое линейное относительно х и у уравнене представляеть сфери- 
ческую прямую. Въ самомъ дфлЪ, общее 
линейное уравнене рх {+ 4” г = 0 при- 
нимаеть видъ ((;), коль скоро положить 
Ва фе, Ин == в. 
Поэтому и уравнене сферической 
прямой, проходящей черезъ дв точки 
Р, ирР,, въ точности совпадаетъ съ ана- 
логичнымъ уравнешемъ на илоскости: 


С 


о ` 
у = (м). (5. 
и =). (©) 


к, 


3. Сферическимъ эллипсомъ (ги- 
перболой) называется геометриче- 
ское м$сто точекъ, сферическ1я разстоян!я которыхъ 0, 0’ отъ 
двухъ постоянныхъ точекъ [и [" („фокусовъ“) имфютъ посто- 
янную сумму (разность) 24. 


Фиг. 91. 


Для того, чтобы получить уравненНе этихъ кривыхъ, мы возьмемъ 
фокусы на сферической оси х-овъ въ равномъ разстоянти отъ начала (); 
при этомъ положимъ 


5. 


ния = 
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Мы разсмотримъ сначала сферическ1й эллипсъ. Построивъ на дугЪ 
у’ равнобедренный сферическй треугольникъ съ ребрами о = 0’ = а, 
мы получимъ точку 5 на этомъ эллипсф. Высоту 5О треугольника обо- 
значимъ черезъ В. Дугу За называютъ „большой осью“ сферическаго 
эллипса, а дугу 2В — его „малой осью“. 
Согласно $ 52, (1): 


возвышая обЪф части этого равенства въ квадратъ и выразивъ квадратъ 
косинуса, согласно $ 26, (5), черезь тангенсъ, получимъ: 


2 20 1?В. 
1-8 


= (3) 
ДалЪе: 
с0$0’ = с0$1' с08(&— &\, | 


(4) 


с0$0 = 60577' с05(& - 5). 
Пользуясь обозначенями: 


: 
оо’ =2а, о-о’=29, 


изъ равенствь (4), па основами 5 29, (5), выведемъ соотношенЯ: 


1 (созо -- с0$0') = с05а со$0, 


© 
<  С0$8С08& 
1 (с050 -- с080') = 0$" ©0585 6085 == > 


Ире, 
с05$8508 & 
с0$@ ©9050 = -“, 
У т-ет 
откуда, согласно (1) и (2): 
0$8с0$9 = к = Е 2 
ге >. У! Ч 03242’ с052 8 с05?0 — вт 1, 
(РА 520 ЕТ. (5) 


Выразимъ теперь 0 черезь 4 и &. Изъ равенства (4), на основанш 
$ 29, (5), вытекаетъ: 


с050 — с0$0’= — 2зтазшд = — 2с05’ зша эт &, 
с050 + с050`= — 2с05а с059 = 260547’ с0$2с08&. 


Раздливъ одно равенство на другое, получимъ: 


805 
6 
50 отеея (6) 
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откуда, согласно соотношеню (3): 
ЗЕ а 178 
4 
22а 1-4672р 
Поэтому лЪвая часть равенства (5) можетъ быть преобразована такъ: 


ВЕ 


ИР) ты Е 


и изъ равенства (5) теперь слфдуетъ: 


= 
25 
>. 


рю 


2) — 68 — а 


такимъ образомъ, мы приходимъ къ уравнен!ю сферическаго эллипса 


15 
ее ы В 1, 
а т 428 
или . (Е) 
ра ду? 
а 
в 


при чемъ мы полагаемъ 
Е, 


Аналогичнымъ путемъ получается и уравнен!е сферической 
гиперболы 
42 у? 


а =. (И) 


Но въ этомъ случаЪ р (или 5) не поддается геометрической интер- 
преташи. Поэтому величину 2В называютъ не малою, а „мнимою осью“. 


4. Мы переходимъ теперь къ изслфдован!ю уравнен:я (Е). 
Такъ какъ въ него величины хи 4’ входятъ только во второй степени, 
то сферическй эллипсь симметриченъ относительно осей координатъ. 
Съ другой стороны, такъ какъ лфвая часть уравненя (Г) является суще- 
ственно положительной величиной, то сферическй эллипсъ представляется 
замкнутой кривой, цфликомъ содержащейся въ сферическомъ прямоуголь- 
ник съ вершинами въ точкахъ (а, В), (а, В), (а, в (а -Ь. 

Равнымъ образомъ легко видфть, что эллипсъ симметриченъ отно- 
сительно точки (). Она называется центромъ эллипса, а концы осей — 
его вершинами. 

Если отбросить ограничее, выражаемое двумя соотношенями 

л|2=6, 1 =-- 7/2, то окажется, что уравненю (Ё) удовлетворяютъ 
еще точки, даметрально противоположныя тфмъ, которыя до сихъ поръ 
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разсматривались. Въ этомъ случа вся кривая (А) состоитъ изъ 
двухъ д1аметрально противоположныхъ, но замкнутыхъ и сим- 
метричныхъ относительно осей координатъ вфтвей /1 и [1. 


При этомъ для вЪтви Ё, ие имфетъ мЬста равенство © | 0' = 2а, 
но, что геометрически очевидно, о -- 0’=2л — 2а. Это обстоятельство 
обуславливается тфмъ, при составлени уравненя мы разсматриваемъ, какъ 
постоянную величину, не 2а, а созЗа. 

И здЬсь мы можемъ, однако, избЪжать 
раздЪлен!я на два случая, если мы самое 


опред5ленве сведемъ къ тому, чтобы 


с05 (0 —- 0”) = с0п$+. 
5. Вътвь [, можно также разсматри- ой я 


вать, какъ первоначальную; она имфетъ 
при этомъ свои фокусы }, и }’ и свой 
центръ (),; за {, мы принимаемъ точку, 
даметрально противоположную точк$ /, а 
за {,' —точку, противоположную точкЪ }". 

Пусть теперь /{ будеть н$которая 
точка эллипса ЁД, (фиг. 92). Проведемъ 
изъ фокусовъ [и [,' черезъ точку 1 лучи {А =0’и "Я = 6, .Такъ какъ точки 
Ги}, ламетрально противоположны, то каждый большой кругъ, прове- 
денный черезъ точки и /, прохолитъ также и черезъ точку |. Поэтому: 


л = = АД =е+Ал. 
Но Ад =2а = 2а ви; откуда 


Фиг. 92. 


0. —0, =Л— 20 = 24 —соп5Ё 


Такимъ образомъ, если разсматриваемый шаръ (фиг. 91) повернуть 
такъ, чтобы точки ||’ и Г оказались на переднемь полушарш, и снова 
ограничиться разсмотр5немъ лишь этого послфдняго, то кривая сведется 
тогла къ двумъ ограниченнымъ вфтвямъ, представляющимъ половины 
прежнихъ вБтвей Ли АЁ,; фокусами же будуть точки и И. Полученная 
кривая является геометрическимъ мЪстомъ точекъ, разстояня которыхъ 
отъ фокусовъ Я. и 1’ имыоть постоянную разность За. 


Такимъ образомъ, сферическ!й эллипсъ можно также раз- 
сматривать, какъ сферическую гиперболу съ фокусами въ точ- 
кахь / и Больш1я оси дополняютъ другъ друга до 2л. 


Такъ какъ окружность, ограничивающая разсматриваемое полушаре, 
согласно заключенйю п. 1, отвфчаеть безконечно удаленной прямой, 
то сферическая гипербола аналогична плоской также и въ томъ 


$ 83 238 


отношен!и, что она, такъ сказать, простирается до безконеч- 
НОСТИ. 


6. Касательной къ сферической кривой является сферическая 
прямая‚ имБющая съ кривой дв совпадающихъ общихъ точки. 

Для того, чтобы вывести уравнен!е касательной къ сфериче- 
скому эллипсу или гиперболЪ, мы сначала составимъ уравнене сфкущей, 
а затЬмъ допустимъ, что крайшя ея точки совпадаютъ. 

Уравнене сферической прямой, проходящей черезъ точки “у и 
х,, у»), согласно п. 2, иметь видъ: 


Пе еж -- — (х А) (С) 


р? 
о . 8 
И да 51° 
вн 
2 = — 2 5 
откуда помощью вычитаня получаемъ: 
7  @ мм 
ито 2 ы Ур 
д 4 п НЕ 


Въ качествЪ уравненя хорды, принимая во внимане ((5,), получаемъ 
равенство: 


(ход). 


Для того, чтобы перейти къ касательной, положимъ х, = х.; пре- 
дыдущее равенство принимаетъ видъ: 


Ах 


г р ‚2 
@? = в — т + . 


р”. 
Пользуясь уравненемъ (Г), мы приходимь къ слфлующему урав- 
нен1ю касательной къ сферическому эллипсу: 


ЖА | 
т р 
Аналогично этому получается уравнеше касательной къ сфери- 
ческой гиперболЪ: 
нее |. 
а? р 
ДЪйствительно, уравненйя эти представляютъ сферическя прямыя, 
имБюця, соотвфтственно, съ эллипсомъ или гиперболой лишь одну об- 
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шую точку л,, 9), такъ какъ имъ удовлетворяютъ только координаты 
олной этой точки соотв$тственной кривой. 

7. При = 0 точки в и [’ совпадаютъ съ точкой 0), и изъ ра- 
венства (6) вытекаетъ, что о = 0’, такъ что 9 =0. Кривая (Е) перехо- 
дитъ въ нфкоторую кривую (К), точки которой имфютъ отъ точки О 
постоянное сферическое разстоян!е. Кривая (А’), такимъ образомъ, является 
окружностью съ сферическимъ центромъ () ($ 39, 12) и съ сферическимъ 
рад1усомъ а. Уравнене ея имфетъ вилъ: 


РЕ (К) 


Уравнене (К°), впрочемъ, легко можетъ быть выведено также непо- 
средственно изъ опредБленя окружности, какъ кривой, точки которой отъ 
центра О имфютъ постоянное сферическое разстояне. Мы немедленно 


получаемъ: 
с052 а — с05?97' 05? &, 


откуда, принимая во внимане соотношеня (1), выводимъ уравнене (К). 


8. Сопоставляя уравненя (Е) и (К): 


Е . 

Ро = И (1) 
2 2 

к (К) 


мы усматриваемъ, что ордината у точки окружности относится къ орди- 
натЪ точки эллипса, лежащей на одномъ съ нею перпендикулярЪ къ оси 
абсциссъ, какъ а къ в. 


Каждой точкЪ окружности отв$чаетъ точка эллипса съ та- 
кою же абсциссой и съ ординатой, которая получается, если 
укоротить ординату точки окружности въ отношенйи Ё: 4. 


9. Представимъ себЪ теперь поверхность шара двойной и обозначимъ 
поверхности, въ которыхъ лежатъ эллипсъ и окружность, соотв$тственно, 
черезь би 0. Тогда, обобщая сказанное выше, мы можемъ каждой 
точк6 А поверхности о отнести нфкоторую точку „4 поверхности с, 
укорачивая ординату точки 4 указаннымъ образомъ. 

Что при этомъ „преобразовани“ отвфчаеть на поверхности о нф- 
которой сферической прямой 1 поверхности д? 

Пусть равенство 


булетъ уравнешемъ прямой [. 
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Если мы для того, чтобы получить соотвфтствующее изображен!е 
на поверхности о, положимъ: 


ь Ь 
&х=х, у= у, 
то придемъ къ уравненю 


х Ву 
т ап 


которое также представляеть сферическую прямую. 


Такимъ образомъ, сферическая прямая при указанномъ 
преобразован!и снова переходитъ въ сферическую прямую. По- 
этому, въ соотвфтств?и съ планиметруей, мы назовемъ это пре- 
образован{е коллинеащей. 


Каждая точка „оси х-овъ“ отвфчаеть самой себф. Отсюда выте- 
каетъ теорема: 


Каждая сферическая прямая поверхности с пересЪкаеть 
соотв тствующую ей прямую поверхности о на оси х-овъ. 


10. Легко видфть, что „безконечно удаленныя образы“ — именно, 
окружности, ограничиваюция полушаря о и ©, отвфчаютъ другъ другу 
въ поверхностяхъь о и 0. Въ соотвфтсти съ планиметрей, мы можемъ 
поэтому сказать: 


Разсматриваемая нами коллинеац:я характеризуется ближе, 
какъ „аффинное“ преобразован:е *). 


И. Для очень малыхъ значенй &и | можно положить © =&и 
5] =1] и одновременно съ этимъ разсматривать дуги &, п, какъ пря- 
молинейные отрфзки, исходяще изъ точки () и лежаице въ касательной 
плоскости. Если примфнить сказанное къ уравненямъь (Е) и (П), то 
придемъ къ теоремЪ, что сферическя коническя сЪченя, которыя очень 
малы по сравненно съ поверхностью шара, могутъ быть разсматриваемы, 
какъ плоскя коническя сфченя. Въ частности, этотъ случай осуще- 
ствляется, если шаровая поверхность имфеть безконечно-болышой ра- 
дусъ, т. е. становится плоскостью. Итакъ, имфетъ мЪфсто теорема: 

Плоск!я коническ!я сБчен!я представляютъ собой предфль- 
ный случай сферическихъ коническихь сфчен!й для шара безко- 
нечно-большого радуса. 


*) Болфе обстоятельное изложен аналитической сферики можно найти у 
Гюбнера (НаБпег), „Ебепе ипа гаитИсНе Ссотефче Че Мазсес и. $. \.“, Теирпег, 1895. 


ГЛАВА \МШ. 


Точки, плоекоети и прямыя въ проетранетв®. 


$ 84. Основные образы геометрии пространства. 


Въ геометр!и пространства мы принимаемъ всБ акфомы планиме- 
три, включая и акаюму о параллельныхь линяхъ; мы хотимъ показать, 
что можно установить поняе объ измфрени и теоремы о конгруэнтности 
въ пространствЪ безъ введен новыхъ аксомъ. Это было указано еше 
Гильбертомъ въ его „Основаняхъ геометри“ (2-ое изд., стр. 15). Въ 
новыхъ учебникахъ (въ томъ числ и у Бальцера) это не достаточно 
строго проведено, и заключеня становятся понятными лишь при введени 
еще одной акфомы, относящейся къ пространству. 

Разлище между правымъ и лфвымъ, которое въ случаф прямой 
или плоскости можеть быть уничтожено перемфщешемъ наблюдателя, 
въ пространств$ уже не можеть быть сглажено и потому играетъ въ 
пространств5 значительно болфе важную роль. 


1. Основными образами геометри пространства являются точка, 
прямая и плоскость. 
а) Кажлыя двЪ точки опредфляютъ соединяющую ихъ 
прямую. 
Ъ) Прямая и точка, не лежащая на этой прямой, опред - 
ЛЯЮТЪ ПЛОСКОСТЬ. 
с) Три точки, не лежаш1я на одной прямой, опредфляютъ 
ПЛОСКОСТЬ. 
4) ДвЪ прямыя, имфющия одну общую точку, опредфляютъ 
плоскость, въ которой содержатся обЪ прямыя. 
е) ДвЪ прямыя, лежащ!я въ одной плоскости, либо имфютъ 
одну общую точку, либо же взаимно параллельны. 
ДвЪ прямыя, которыя не имбютъ общей точки и не параллельны, 
т. е. не лежатъ въ одной плоскости, называются „скрещивающимися“. 


Веберъ. Энциклоп. элемент. геометрш. 16 
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К ДвЪ плоскости, имфБющия общую точку, опредфляютъ 
прямую -лин1ю ихъ перес$чени!я. 


2) ДвЪ плоскости, не имфющя ни одной общей точки, 
называются параллельными. 


р) Плоскость и прямая, не лежащая въ этой плоскости, 
имфютъ не боле одной общей точки. Если плоскость 
и прямая не имфютъ общихъ точекъ, то онЪ называются 
параллельными. 


2. Теоремы: 


а) Двф параллельныя плоскости а, В пересЪкаются третьей 
плоскостью у, проходящей черезъ н$фкоторую точку 
плоскости а и нфкоторую точку плоскости В, по двумъ 
параллельнымъ прямымъ а, 6. 


Дъфиствительно, если бы прямыя а, В, лежашщя въ плоскости у, не 
были параллельными, то онф должны были бы имфть точку пересфченя, 
которая лежала бы одновременно и въ плоскоски @ и въ плоскости В. 


Ь) Черезъ точку 4, не лежащую въ данной плоскости а, 
можно провести не болфе одной плоскости, параллель- 
ной плоскости @. 


Если бы существовали двф таюя плоскости В, 7, то можно было 
бы провести черезъ точку /{ и произвольную точку В плоскости а нЪ- 
которую плоскость =. Если обозначить черезъ а, 6, с прямыя пересфченя 
плоскости = съ плоскостями а, В ‚7, то прямыя а, В были бы параллельны 
прямой с. Такимъ образомъ, въ плоскости & были бы проведены черезъ 
точку 1 двЪ прямыя, параллельныя прямой с, что противорфчитъь изв$- 
стной акс1омЪ плоской геометрии. 

Черезъ точку „1, не лежащую въ плоскости а, можно провести 
сколько угодно прямыхъ, параллельныхъ этой плоскости. Дфйствительно, 
если черезъ точку /{ и произвольную точку В плоскости а проведемъ 
плоскость & то она пересфчетъ плоскость а по н5которой прямой 4; 
вмфстЪ съ тЬмъ прямая, проведенная въ плоскости & черезь точку „1 
параллельно лини а, будетъ параллельна и плоскости а. 


с) ДвЪ прямыя а, 6, проведенныя черезъ точку „1 парал- 
лельно плоскости а, опрелфляютъ плоскость, паралель- 
ную плоскости а. 


Если бы мы допустили, что плоскость (а, 6) не паралелльна пло- 
скости а, то эти плоскости пересфкались бы по н$которой прямой г. 
Послфлняя должна была бы пересфчься, по крайней мЪрЪ съ одной изъ 
прямыхъ а, 6, и та изъ этихъ прямыхъ, съ которой пересфкалась бы пря- 
мая с, не была бы параллельна плоскости 4. 
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Замфтимъ, что всякая другая проходящая черезъ точку .4 прямая с, 
паралелльная плоскости @, должна лежать въ плоскости (а, В), ибо въ 
противномъ случа существовало бы болЪе одной плоскости, проходящей 
черезъ точку ./ и параллельной плоскости а й 


Такимъ образомъ, теорема Ь) можеть быть пополнена: 


4) Черезъ точку Д всегда можеть быть проведена одна 
и только одна плоскость й, параллельная ланной пло- 
скости а, не содержащей точки _-. Каждая прямая, прове- 
денная въ плоскости 2, параллельна плоскости а, и каж- 
дая прямая, проведенная черезъ какую-либо точку пло- 
скости В параллельно плоскости а, лежитъ вся въ пло- 
скости р. 


е) Если @ и Ё суть дв параллельныя прямыя въ плоскости 
а, А есть точка, не лежащая въ плоскости 4, то дв 
плоскости Ла, 46 пересъкаются по прямой с, которая 
параллельна какъ прямой а, такъ и прямой |. 


Въ самомъ дЪлЪ, если бы прямая с пересфченя плоскостей Чаи ЛЬ 
пересфкла бы плоскость & въ нфкоторой точкф, то эта точка должна 
была бы лежать какъ на прямой а, такъ и на прямой 6, между тфмъ 
какъ эти двф прямыя вовсе не имфютъ общей точки. 


Въ иныхъ выраженыхь эта теорема можеть быть формулирована 
слфдлующимъ образомъ: 


Если двЪ прямыя параллельны третьей, то онЪф парал- 
лельны также и между собою. 


ДЬйствительно, согласно аксомЪ планиметрш, черезъ точку „1 
можно провести одну и только одну прямую, параллельную прямой а. 
Тогда а риа| си, согласно е), ВИ с. 


5) ДвЪ плоскости а и р, параллельныя третьей плоскости у, 
параллельны между собою. 


Если бы плоскости а, В пересЪклись по нъкоторой прямой с, то 
черезъ какую-нибудь точку этой прямой мы провели бы плоскость &, 
пересфкающую плоскость у. Плоскости а, 6, у были бы пересфчены по 
прямымь а, р, с, которыя, согласно а), лолжны были бы быть взаимно 
параллельными, между тфмъ какъ прямыя а, р пересфкались бы на 
прямой г. 

Относительно пересфченя трехъ плоскостей мы можемъ, далфе, раз- 
личать слфлуюнще случаи: 


а) Три плоскости проходятъ черезъ одну прямую; онЪ 


имЪють безконечное множество точекъ пересБченя. 
16% 
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В) Три плоскости параллельны; онф вовсе не имфють точекъ 
пересфченя. 


у) ДвЪ изъ нихъ параллельны; онф пересфкаются третьей пло- 
скостью по параллельнымъ прямымъ, три плоскости не имфютъ 
точекъ пересфченЯ. 


0) Третья плоскость параллельна лин!и пересЪченая пер- 
выхъ двухъ. Въ этомъ случаЪ всф три лини пересЪченя трехъ 
плоскостей, попарно взятыхъ, взаимно параллельны. Три плоско- 
сти вовсе не имфютъ точекь пересфченя. 


&) Третья плоскость пересфкаетъ прямую перес$чен1я пер- 
выхъ двухъ плоскостей въ н5которой точк$. Эта точка 
принадлежитъ всфмъ тремъ плоскостямъ и является точкой ихъ 
пересфченя. Три прямыя, по которымъ эти плоскости, попарно пе“ 
ресфкаются, проходятъ черезъ эту точку и не лежатъ въ одной 
плоскости. Три плоскости образуютъ трехгранный уголъ. 


3. Если мы разсмотримъ три прямолинейныхъ отрфзка, исхолящихЪ 
изъ одной точки, обозначимъ ихъ въ опрелфленномъ порядкЪ цифрами 
1, 2, 3 и представимъ себЪф этотъ „треножникъ“ движущимся, — однако, съ 
тЪмъ ограничешемъ, что при непрерывномъ перемфщенши ни одинъ изъ 
отрфзковъ не долженъ переходить съ одной стороны плоскости двухъ 
другихъ на другую, то мы должны будемъ различать два рода этихъ тре- 
ножниковЪ (или нумерашй), такъ что каждая изъ этихъ системъ можеть 
быть приведена въ совпадене съ системой того же рода, но не можеть 
совпасть съ системой другого рода. На этомъ основани различаютъ 
правосторонн!я и лЪвосторонн!я системы, примфрами которыхъЪ 
(наилучше выясняющими дфло) могутъ служить три свободно выпрямлен- 
ныхъ пальца — болыной (1), указательный (2), средыйй (3) — правой и 
лЪвой рукъ. 

Четыре грани или четыре вершины правильнаго тетраэдра могутъ быть 
обозначены цифрами 1, 2, 3, 4 различными способами, распадающимися на 
два типа, при чемъ два обозначеня одного и того же типа могуть быть 
приведены въ совпадене съ помощью вращенйЯ и перенесения тетраэдра, два 
обозначен различныхъ родовъ не могутъ быть приведены въ совпадене. 


Можно вершины 1, 2, 3 тетраэдра заставить совпасть съ вершинами 
1’, 2’, 3’ конгруэнтнаго съ нимъ тетраэдра, и тогда вершина 4’ либо 
совпадетъ съ вершиной 4, либо будетъ служить ея отраженемъ. 

Хим пользуется этими идеями (въ стереохимш) для объясненя 
нфкоторыхъ явленй, въ которыхъ проявляется противоположность между 
правымъ и лвымъ направленями, какъ, напримфръ, вращеня плоскости 
поляризащи свфта въ томъ или въ другомъ направлении. 
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Движене тфла, слагающееся изъ поступательнаго движеня въ опре- 
дфленномъ направлеши и вращеня вокругъ оси, параллельной этому 
направленю, называется винтовымъ движен!емъ. 

Путь пройденной какой-нибудь частью движущагося тфла (напри- 
мЪфръ, точкой, не лежащей на оси), называется винтомЪъ (въ геометри- 
ческомъ смыслф снова). Различаютъ правосторонн!я и лЪвостороннйя 
винтовыя движен!я. Правостороннимъ винтовымЪ движешемъ называется 
такое, при которомъ вращене для наблюдателя, расположеннаго вдоль по 
оси, происходитъ передъ его глазами справа налво. 

Правостороннимъ винтовымъ движешемъ является каждое непринуж- 
денное движене правой руки, напримЪръ, если я протягиваю приятелю руку; 
соотв5тствующее движене лфвой руки явится лЪвостороннимЪъ винтовымъ 
движенемъ. Въ правую сторону закручивается большинство винтовъ, 
встр5чающихся въ повседневной жизни, пробочники, большинство раковинЪ 
улитокъ (существуютъ, однако, породы, завивающяся въ лфвую сторону), 
большинство вьющихся растений. 

Линейный электрическй токъ въ окрестности своего пути обра- 
зуеть магнитное поле, врашеше котораго вмЪстф съ движешемъ тока со- 
ставляеть правостороннее винтовое движеще ({Амперово правило пловца) 
(т. Ш, 8 40). 

5 85. Углы. 


1. Для того, чтобы дать опредфлеше угла межлу двумя скрещи- 
вающимися прямыми а, р, проведемъ черезъ какую-нибудь точку (С двф 
прямыя (С.4, СВ, соотвЪтственно парал- 
лельныя а, 6. Уголъ (въ плоскости) Хх АСВ 
называютъ угломъ между прямыми а, 6. 
Слфлующее простое разсуждеше обнару- 
живаетъ, что это опредфлене не зависитъ 
отъ выбора точки (` (фиг. 93): 

Возьмемъ вторую точку С” и соеди- 
нимъ ее прямой съ (С. Затфмъ сдфлаемъ Фиг. 93. 


отрфзокъ (”А’ равнымъ и параллелнымъ отрфзку СУ, 


: С’В’ з : ь СВ 


и провелемъ прямыя .1//’, ВВ". Эти прямыя параллельны СС’ и, слфло- 
вательно, (согласно $ 84, 2 1) параллельны также одна другой. Такъ какъ, 
сверхъ того, оба эти отрфзка равны отрфзку СС’, то они равны межлу 
собой и фигура /4А’В'В является парраллелограммомъ. Слфдовательно, 


АВ= АВ’ и АВС конгруэнтенъ 2 В’С', такъ что и 


х лов“ В". 
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2. Двф плоскости а, В, пересфкаюшияся по н%Фкоторой прямой с, 
дБлятъ пространство на 4 части, называемыя двугранными углами. 
Чтобы получить м$Фру двуграннаго угла возставляютъ въ произволь- 
ной точкф (` прямой с пересфченя плоскостей аи В въ этихъ плоскостяхъ 
перпендикуляры къ прямой с (СЛ и СВ на фиг. 94) и принимаютъ за 
мфру двухграннаго угла плосюй уголь АСВ. 
Подобно тому, какъ это было сдфлано въ пунктЪ 2, можно убЪ- 
диться въ томъ, что эта мФра не зависитъ отъ выбора точки (;. Если уголъ 
АСВ прямой, то говорятъ что 
плоскости а, В взаимно пер- 
пендикулярны. 


\ 3. Нормали и нормаль- 
2 = = |\ ,, ныя плоскости. Проведемъ въ 
плоскости {ВС (фиг. 94), ко- 

"| торую мы будемъ обозначать 

буквой =, произвольную пря- 

мую (1); она также будеть 
перпендикулярна къ лини Сс. 
Для того, чтобы въ этомъ убфдиться, возьмемъ на прямой с двЪ точки 
Ри на равныхъ разстоящяхъ отъ точки (’ и соединимъ А съ В. Тогда 


АСР =. 4СО, 
‚ВСР =д ВСО, 


6 
Фиг. 34. 


| 


такъ какъ у этихъ треугольниковъ равны двф стороны и содержацйеся 
между ними углы — прямые углы при (С (1-ая теорема о конгруэнт- 


ности треугольниковъ). Слфдовательно, {Р= 10, ВР= ВО, АВ= ЛВ: 
вмЪстЬ съ тфмь 


„АВР = АВО (Ш-я теорема о конгруэнтности треугольниковъ). 


Слфдовательно, 
хРяв = ОВ, 
такъ что 
РАО = ОАО, 
откуда 


р 
РИС = ОБС (Ш-я теорема о конгруэнтности треугольниковъ); 


слЪдовательно, 


такь что каждый изъ этихь угловъ оказывается прямымъ. 
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Въ виду этого свойства плоскость = носить назване перпендику- 
лярной или нормальной къ прямой с. Каждая прямая, лежащая въ этой 
плоскости, даже если она не проходить черезъ точку (, перпендику- 
лярна къ С- 
Такъ какъ въ качеств прямой с можетъ быть взята произвольная 
прямая, то изъ сказаннаго вытекаеть теорема: 


а) Черезъ каждую точку данной прямой можеть быть про- 
ведена одна и только одна нормальная къ ней плоскость. 


Прямая с называется нормалью къ плоскости = въ точкЪ с: 
относительно нормали имфетъ м$сто теорема: 


Ь) Въ каждой точкф (С данной плоскости = можетъ быть 
возставлена одна и только одна нормаль къ плоскости. 


Что изъ точки С не могуть выходить двф нормали е и е', не- 
посредственно очевидно, ибо въ противномъ случаф об эти прямыя 
должны были бы быть перпендикулярны къ лини пересфченя ихъ пло- 
СКоСТи СЪ ПЛОСКОСТЬЮ &. 


Такимь образомъ, для того, чтобы получить нормаль с, достаточно 
провести въ плоскости & черезъ точку (С двф произвольныя прямыя а, р 
и построить (согласно а)) плоскости а, В, нормальныя къ этимъ прямымъ 
въ точкь С. Лия пересфченя плоскостей а, В и будетъ искомой 
нормалью е, такъ какъ къ ней перпендикулярны дв прямыя а, на 
плоскости ©. Изъ сказаннаго вытекаетъ далфе: 


с) Двугранный уголъ, составленный двумя плоскостями, 
численно равенъ также одному изъ угловъ, образуемыхъ 
нормалями къ плоскостямъ. 


4) Изъ точки Р, лежащей внф плоскости & можно на нее 
опустить одну и только одну нормаль (перпендикуляръ}; 
къ каждой прямой е черезъ данную точку Р можно 
провести одну и только одну нормальную плоскость. 


Достаточно лишь провести черезъ точку Р прямую, параллельную 
произвольной нормали къ плоскости 2, или плоскость, параллельную 
произвольной нормальной плоскости къ прямой с. 


е) Если прямая 4 перпендикулярна къ плоскости а, то и 
каждая плоскость, проходящая черезъ прямую 4, также 
перпендикулярна плоскости а. Если же прямая а не 
нормальна къ плоскости @, то черезъ @ можно про- 
вести одну и только одну плоскость, перпендикуляр- 
ную къ а, 
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Для того, чтобы получить эту плоскость, опустимъ изъ произволь- 
ной точки прямой а перпендикуляръ { на плоскость @. Плоскость (а, 4) 
и будетъ искомой нормальной плоскостью. 

Это построене остается въ силЪ и въ томъ случаф, если прямая а 
параллельна плоскости а или лежитъ въ ней. 


ТР Для измфрен!я угла между прямой а и плоскостью а, 
проведемъ черезъ прямую 4 плоскость, перпендикуляр- 
ную къ а которая пересфчетъ плоскость а по нфкоторой 
прямой с. Плоский уголъ между прямыми 4 и с и прини- 
мается за мфру угла межлу прямой а и плоскостью а. 

Уголъ между плоскостью и нормалью къ ней есть 
прямой. 


$ 86. Кратчайшее разстояне двухъ скрещивающихся 
прямыхъ. 


1. Если а, В суть дв прямыя лин!и, не лежац{я въ одной 
плоскости, то можно найти на прямой 4 точку и на прямой Б 
точку В такого свойства, чтобы соединияющая эти точки прямая 
АВ была перпендикулярна какъ къ прямой а, такъ и къ прямой р 


(фиг. 95). 


Для того, чтобы построить эти точки, проведемъ черезъ произ- 
вольную точку Х прямой а нормальныя плоскости къ прямымъ ди В. 
Эти плоскости пересфкутся по нф- 
которой прямой х, перпендику- 
лярной къ прямымъ а, В; прямая 
х встрЪчаетъ прямую а, но вообще 
не встрфчаетъ прямой р. 

Плоскость ах, однако, не мо- 
жетъ быть параллельна прямой р, 
такъ какъ въ противномъ случаЪ 
прямая, проведенная черезъ точку 
Х параллельно прямой В, была бы 
перпендикулярна Х и, слЪлова- 
тельно, должна была бы совпасть съ а; такимъ образомъ, вопреки прел- 
положеню, прямыя 4 и р были бы параллельны. Итакъ, плоскость ах 
пересфкаетъ прямую р въ н$которой точкф В; если черезъ эту точку 
проведемъ прямую (, параллельную х, то она пересфчеть прямую а въ 
точкф „1, при чемъ прямая { перпендикулярна одновременно какъ къ 
прямой а, такъ и къ прямой В. 


Фиг. 35. 


2. Существуетъ только одна такая прямая и разстоян!е 
АВ =4 является кратчайшимъ изъ разстоянйй между произ- 


249 $ 87 


вольными двумя точками прямыхъ аи р, т.е. кратчайшимъ раз- 
стоян1емъ этихъ двухъ прямыхъ. 


Что не существуеть двухъ такихъ прямыхъ, проходяшихъ черезъ 
одну изъ т6хъ же точекъ /4, В, вытекаеть непосредственно изъ того со- 
ображеня, что въ противномъ случаф изъ этой точки —— скажемъ, изъ 
В можио было бы опустить на прямую @ два перпендикуляра. ВмфстЪ 
съ тмъ ясно, что разстояще точки В отъ произвольной точки прямой а, 
не совиадающей съ 4, больше (1. 

Разсмотримъ теперь прямую, проходящую черезъ двЪ точки (7, Г), 
отличныя оть „4, В. Опустимъ изъ С перпендикуляръ СЕ на плоскость 
ВАЛ. Если точка ЕЁ не совпадаеть съ В, то эта прямая перпен- 
дикулярна къ прямымь ВЁ и ПЕ, и плоскость ЕВС нормальна къ 
прямой (, такъ какъ послфдняя перпендикулярна къ двумъ прямымъ ри 


ВЕ. лежащимъ въ этой плоскости. Изъ прямоугольнаго треугольника 


СЕП слфдуеть, что 
Ср> ЕО; р 


если провести черезь Ё прямую ЕЁ, параллельную АВ, то (такъ какъ 
точка Ё можетъ и совпасть съ 0) 


ЕР = ЕЁ =@4, 
РИ, 


при чемъ неравенство это имфетъ мфсто (какъ явствуетъ изъ чертежа) 


вмфстЪ съ чфмъ 


также и въ томъ случаф, если точки Ё и В совпадаютъ. 

Этимъ доказана вторая часть теоремы. Но, если бы прямая Ср 
была также перпендикулярна къ прямымъ аи $, то отсюда аналогично 
предыдущему вытекало бы, что {> СР; такимъ образомъ, и это не- 
возможно. 


5 87. ТЪлесные углы. 


1. Если три плоскости а, 6, с, прохолятъ черезъ одну и ту же 
точку Р, но не имфютъ общей прямой, то онф пересфкаются попарно по 
тремъ прямымъ = (Вс), В = (са), (С = (а6). Три плоскости дфлятъ 
пространство на восемь частей, которыя называють тфлесными или 
трехгранными углами. (На сферу, центръ которой совпадаеть съ Р, 
эти трехгранные углы проектируются въ видф сферическихъ треугольни- 
ковъ, какь мы видфли въ сферической тригонометрии). Каждые два изъ 
этихъ трехгранныхъ угловъ, соприкасаюшщеся лишь въ точкБ Р, назы- 
ваются вертикальными углами. 

Каждый трехгранный уголъ имфетъ три „стороны“ или „грани“, 
именно, ограничиваюция его части плоскостей а, В, с, и три „ребра“, 
именно, части прямыхъ 4, В, С, ограничивающия эти стороны. 
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ТЪФлесный уголъ имфеть три двугранныхьъ угла (между сторонами) 
и три плоскихъ угла (между ребрами); первые обозначимъ черезъ 
а, В, 7, а вторые — черезъ а, В, с (а, В, с являются сторонами, а, В, у- 
углами соотвфтствующаго сферическаго треугольника). 

Два трехгранныхь угла АВС и А’В’С’ называются конгруэнт- 
ными, если между ребрами и гранями обоихъ угловъ можно установить 
соотвфтстве такъ, чтобы соотвфтствующе одинъ другому двугранные и 
плосюе углы были равны и чтобы при этомъ системы лучей АВСи 1'В’С’ 
являются системами одного рода (либо обЪ правосторонними, либо обЪ 
лФвосторонними, 8 84). 

Если же (при равенствф соотвфтствующихъ угловъ) системы АВС 
и 4’ В’С’ принаплежатъ различнымъ классамъ, то углы называются отра- 
женно-равными или симметричными. 

Вертикальные трехгранные углы суть симметричные. 

Если черезъ произвольную точку () провести плоскости, параллельныя 
плоскостямъ а, В, с, то вокругъ точки () получался углы конгруэнтные, 
тмъ, которые образуютъ плоскости а, В, с. 


2. Два трехгранныхъ угла конгруэнтны, если у нихь при одинаковыхь 
обозначешяхъ совпадаютъ 


1. дв5 стороны и заключенный между ними уголъ, 
П. сторона и два прилежашихъ къ ней угла, 
Ш. три стороны. 


Эти три теоремы о конгруэнтности трехгранныхъ угловъ совершенно 
аналогичны тремъ первымъ теоремамъ о конгруэнтности плоскихъ трех- 
угольниковъ и одинаково съ ними доказываются. Къ этимъ теоремамъ 
должна быть присоединена еще четвертая: 


ГУ. Два трехгранпыхъ угла конгруэнтны, если у нихъ при 
одинаковыхъ обозначен1яхъ совпадаютъ соотвфтству- 
юш/е двухгранные углы. 


Эта теорема можеть быть слБдующимъ образомъ получена изъ третьей: 

Если въ трехъ точкахъ „1, В, С, взятыхь на ребрахъ трехграннаго 
угла Р, провести нормальныя КЪ этимъ ребрамъ плоскости, то послфдня 
пересфкутся въ нфкоторой точкЪ (), образуя снова трехгранный уголъ, 
который мы будемъ называть угломъ, дополнительнымъ къ Р (фиг. 96). 

Конгруэнтные углы имфютъ и конгруэнтные дополнитель- 
ные углы. 

Каждое изъ реберъ дополнитеньнаго угла опирается на одну изъ 
сторонь даннаго. При соотвфтствующей нумеращи реберъ даннаго угла 
и дополнительнаго, они прелставляютъ не однородныя системы, т. е. 
одна изъ этихъ системъ (реберъ) является правосторонней, а другая — 
лЪвосторонней. 
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Плосве углы трехграннаго угла Р дополняють соотвётствующе 
двугранные углы () до двухъ прямыхъ; напримфръ: 


=СВА+-х СРЯ=24 (фиг. 96), 


такь какъ углы при Ли С въ четырехугольникахь РАВ’С являются 
прямыми; равнымъ образомъ, двугранные углы Р дополняютъ плосве 
углы О до двухъ прямыхъ; напримфръ: 


АСВ РОВ’ =24. 


Уголъ, дополнительный къ дополнительному углу, конгруэнтенъ съ 
первоначальнымъ угломъ. : 


Такимъ образомъ, если въ разсматриваемыхъ трехгранныхъ углахъ 
равны всф двугранные углы, то въ дополнительныхъ къ нимъ углахъ 
равны стороны; если поэтому Ро 
эти дополнительные углы одно- 
родны, то они конгруэнтны. 
ВслБдсте этого конгруэнтны 
и данные углы. 

Въ соотвфтстйи съ че- 
твертой теоремой о конгруэнт- 
ности плоскихъ  треуголгни- 
ковъ, возникаютъ еще два даль- 
нфйшихъ вопроса; именно: при 
какихь условяхъ имфетъ мЪсто 
конгруэнтность, когда двЪ сто- 
роны и прилежавий уголъ од- 
ного трехграннаго угла соот- 
вЪтственно равны двумъ сто- 


р 


Фит. 96. 


ронамъ и прилежащему углу другого трехграннаго угла, или когда два 
угла и прилежащая сторона одного трехграннаго угла соотвфтственно 
равны двумъ угламъ и прилежащей сторонф другого? 

Въ этихь случаяхь не легко получить наглядный геометричесяй 
критерий. Но формулы сферической тригонометр1и даютъ еще двЪ слф- 
дуюшия теоремы: 


У. Если въ двухъ однородныхъ трехгранныхъ углахъ равны 
части В, у, В, то они конгруэнтны, когда 


В+у< я, В>У, 
или когда 


В+у>ям, В<Уу. 
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У\У1. Если въ двухъ трехгранныхъ углахъ равны части ф, с, В, 
то они конгруэнтны, если 


ея Шо 
ИЛИ 


О АТ НДЕС 


Мы докажемъ еще слфлуюш относящйяся къ тфлеснымъ угламъ 
теоремы: 

3. Пусть вь треугольникЪ /15В (фиг. 97) углы при [и В будуть 
острые, и пусть \ .45’В представляеть собою проекшю перваго тре- 
угольника на плоскость АВС (зтакъь что 55’ 1 АВС). Если проведемъ 
плоскость, 55’[, перпендикулярную къ АВ, то 5Г,> 5'[Г., такъ какъ 
треугольникъ Г,5'’5 прямоуголенъ при 5’. Но 


ю (5 В) = [В:15, в (.$В=ЕВ: 15, 


и, слБдовательно, 
ДОН В. 
равнымъ образомъ, 


До 1.5": 


*) Если положить въ случаЪ \’ 


1 = в 5 , 


а въ случаь \1 


то изъ формулъ сферической тригонометрии ($ 43, (2), (2’)), выразивъ зша и соза, 
согласно $ 29, (11), черезъ № получимъ для { квадратныя уравневя: 

№: пут(В-|- т) 2: со тв — $т(8 9-0, 

У. Раш — д --21с0 В этё — эт (Ь-| с) = 0. 
Эти уравневя имфють только по одному положительному корню лишь въ томъ 
случаЪ, если величины 


5т(8 5) $т(Ь-- с) 
эт (ву > 3т(р- 9 


имБють положительныя значеня. При этомъ, слЪдовательно, услови два тБлесныхь 
угла, у которыхъ равны части В, 7, 6 или Ь, с, В, должны имЪфть также равныя 
части а или а, а потому должны быть конгруэнтны 
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При помощи сложейя отсюда выводимъ: 


мув< а5’В: (1) 


Изъ аналогичныхъ разсужденй получается: 


о ГВ, ЕВ = РЕ: ЕВ, 


и, слфдовательно, 


Во В. (2) 


Чисто интуитивно неравенства (1), (2) можно вывести также при 


помощи указаннаго на чертеж наложен. 


4. Пусть намъ данъ тфлесный уголь 5/4 ВС съ плоскими углами 
а, р, с; провелемь черезъ точку $5 произвольную прямую $5’, встрф- 


чающую сферичесий треуголь- 
никь //ВС; въ такомъ случаЪ, 
примфняя трижды теорему п. 3-го 
(какъ указано на фиг. 97), по- 
лучимъ: 
Оха с<а-НЕ-е=2л, 
такъ что иметь мфсто теорема: 
Сумма плоскихъ уг- 
ловь  трехгранаго угла 


всегда меньше четырехъ 
прямыхъ. 


5. Если а, В, у суть дву- 
гранные углы нашего трехгран- 


Фиг. 97. 


наго угла то ла, п -В, л у представягь собою плосе углы 
допопнительнаго къ нему угла; если прим$нимъ къ этимъ плоскимъ угламъ 


теорему пункта 4, то получимъ 


охл -а-+фл— Вл-фу<эм, 
их ев ру < Эм, 


что выражаетъ теорему: 


Сумма двугранныхъ у ловъ каждаго трехграннаго угла 
(сумма угловь сферическаго треугольника) содержится между 
двумя прямыми и шестью прямыми. 


6. Если въ трехгранномъ углЪ $ АВС черезъ ребро 5С проведемъ 
плоскость 5СС”’ перпендикулярно къ плоскости 5АВ (фиг. 98), то, 


согласно соотношенйю (2), 


$87 . 254 


= СС", 
ха=сСв>с”В. 
Если лучь 5(;’лежитъ между лучами 5Ли 5В, то 


г м 
и, слфдовательно, 


а-+Ь> с. (3) 


Если же точка (2 падаеть внф угла /15В, то уже одинъ изъ двухъ 
угловъ @, В,  скажемъ, а, больше с. Такимъ образомь, мы приходимъ 
къ теоремЪ: 

Въ трехгранномъ углЪ 
сумма двухъ плоскихь угловъ 
больше третьяго. 


Переходя къ дополнитель- 
ному углу, для двугранныхь угловъ 
находимъ: 


пра>в-+ у. (4) 


1. Если въ трехгранномъ 
углЪ два плоскихъ угла равны, 
то и противоположные имъ 
двугранные углы также равны, и наоборотъ. 


Фиг. 98. 


Доказательство ведется такъ же, какь и въ случаЪ равнобелрен- 
наго треугольника на плоскости: 
Пусть въ трехгранномъ угль 5АВС (фиг. 98). 


а 


Раздфлимь уголь с пополамъ лучомь $С’ и проведемъ плоскость 
$(0(’; мы получимъ два трехгранныхь угла, имБющихъ равные плоске 
углы и, въ силу третьей теоремы о 
конгруэнтности, симметричные. По- 
этому совпадаютъ и соотвфтствующе 
двугранные углы, т. е. и = В. 

Обращене доказанной теоремы 
достигается переходомь къ дополни- 
тельному углу. 


[4 


8. Въ трехгранномъ углЪ 
противъ большаго двуграннаго 
угла расположенъ больпий пло- 
ск!Й уголъ. 


Фиг. 99. 
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Пусть (фиг. 99) 
ри 
Проведемъ черезъ прямую 5 В плоскость 5ВС" подъ угломъ (В =а. 
Тогда лучь (;” пройдетъ между лучами и (5. Согласно п. 7, ВС’= ЧС’, 
а согласно п. 6, 
Вы 2 ОС ЬВС: 
такимъ образомъ: 


ра 


Соотвфтствующая теорема для плоскаго треугольника имфется у 
Евклида (книга |, 18), откуда взяго и данное выше доказательство. 


ГЛАВА [Х. 


ИзмЪрене объема и поверхностей. 


5 88. МБра объема. 


1. Относигельно опредфленя мфры объема ограниченной части про- 
странства, прежде всего, остаются въ силЪ т же положен я, что и отно- 
сительно мфры площади плоской фигуры. 

Два тфла называются равносоставленными, если они могуть быть 
разложены на соотвЪфтственно конгруэнтныя части; они называютсл рав- 
новеликими, если путемъ присоединения конгруэнтныхъ тБлъ они могуть 
быть преобразованы въ тая тфла, которыя разлагаются на конгруэнтныя 
части. 

Вь своей программной р$чи на П Межлунаролномъ Математическомъ 
Конгрессф въ ПарижЪ (Сб пеег МаснисШеп, 1900) Гильбертъ поставилъ 
вопросъ, покрывается ли это поняте о равновеликости тфмъ, что обычно 
понимали въ стереометр!и подъ равновеликими многогранниками. На ана- 
логичный вопросъ относительно плоскости, какъ мы видфли выше, отвЪтъ 
получается утверлительный *). 

Тфмъ удивительнфе было, что въ пространствф, какъ показаль 
Денъ (Ма. Апп., 55), дфло обстоить совершенно иначе: равенство 
объемовъ многогранниковъ, вообще говоря, можеть быть установлено 
лишь на основа и равенства чиселъ, измБряющихь объемы (кубическое 
содержан!е) ряда такихъ тБлъ, которыя получаются безконечнымъ про- 
цессомъ. 

Собственно говоря, это задача интегральнаго исчисленя, общими 
методами котораго мы здЪфсь не располагаемъ. Между тмъ соображеня 


*) Утвердительвый отвЪть получается также и для сферическихъ мвого 
угольниковъ, какъ показаль Денъ (Оевп) въ новой работв (Ма. Апп., Ва. 60). 
По поводу этой главы см. также Каврап, ОЪег @е Тгапзюгтавоп ег Роуедег: 
Миткомзку, Уоштеп нпа ОБегИйсве; ЗсНаипо\зКу, СЪег еп Вата! дег 
РоуеЧег (всЪ статьи въ журналЪ Май. Апп., 57} 
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интегральнаго исчислешя были уже извЪ5стны въ древности (Архимедъ), 
хотя и подъ другимъ назван1емъ; ла и вообще элементарная математика 
обыкновенно молчаливо ими пользуется. 


Здфсь мы поставимъ себЪ задачу развить учеше объ объемахъ 
сначала для многогранниковъ, а затБмъ для тфлъ, ограниченныхъ поверх- 
ностями простого вида, какъ, напримфръ, для конуса, цилиндра, шара 
въ Евклидовой геометрии. 


2. Каждому тфлу, которое ни съ какой стороны не простирается въ 
безконечность и, слфдовательно, содержится цфликомъ, напримфръ, внутри 
сферы опрелфленнаго ращуса, мы булемъ относить опредфленное число, 
которое мы будемъ называть м$рой объема, или числомъ, измЪря- 
ющимъ объемъ этого тфла; при этомъ мы будемъ соблюдать слБдуюния 
условя: 


1) Если тЪло В составляетъ часть тфла 1, то мфра объема 
4 т5ла А должна быть больше, нежели мфра объема | тЪла В. 


2) Если тЪло /{ разлагается на нфсколько составляющихъ 
тфлъ ,, 4, ..., то число, измфряющее объемъ всего тфла 4 
должно быть равно сумм чиселъ, измф5ряющихъ всЪ соста- 
вляющ1я тфла: 


а Е °-°° 


8) Если мы отъ тфла 4 отнимемъ тфло В, то останется 
тЪло (С, объемъ котораго 


е=а- (д. 


4) Конгруэнтныя тфла имфютъ одинаковую мЪру объема, 
откуда слфдуетъ, что равносоставленныя и равновелик!я т$ла 
также имф$ютъ одинаковую мфру объема. Такимъ же образомъ 
и симметричныя тЪла (т. е. переходяция одно въ другое путемъ 
отражен!я отъ плоскости) должны имфть одну и ту же м$ру 
объема. 


Въ какой степени мфра объема опредфляется этими условями, мы 
увидимъ ниже. Покамфсть мы займемся исключительно такими тФлами, 
которыя ограничены плоскостями. 


ЗамБтимь, что совершенно тф же соображеня могуть быть прим$- 
нены къ опредфленио мфры плошади плоской фигуры, но мы не булемъ 
на этомъ останавливаться. 


3. Каждому кубу, ребро котораго равно единиц длины (напримЪръ, 
кубическому дениметру —литру), мы отнесемъ число 1 въ качеств мфры 
его объема. 


Веберъ. Энциклоп. элемеит. геометрли. 17 
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Если мы раздфлимъ ребро куба на произвольное число п равныхъ 
частей, то мы сможемъ тремя системами параллельныхъ плоскостей разбить 
первоначальный кубъ на 13 конгруэнтныхь кубовъ. Согласно требова- 
ню 2), объемъ каждаго изъ этихъ составляющихь кубовъ долженъ изм$- 
ряться числомъ 1/И3. 

Возьмемъ, далЪе, прямоугольный параллелепипедъ, ребра котораго 


а, В, у соизмфримы съ единицей длины, т.е. измфряются рашональными 
числами: 


Ь [ 
о. 
въ такомъ случаф вся призма можеть быть разрфзана на абс конгруэнт- 
ныхь кубовъ, у которыхъ каждое ребро равно 1/и; слфдовательно, 
объемъ этого параллелепипеда въ виду требованя 2) будеть измфряться 
произведемемъ аВу. 

Если теперь числа а, В, у всЪ ирращональны, или если нфкоторыя изъ 
нихь ирращюнальны, то число, измфряющее объемъ призмы, все-таки 
должно быть равно произведено аВу. ДЪйствительно, допустимъ, что 
объемъ нашей призмы измЪряется числомъ м, !} и пусть, скажемъ, 


ау < и; 


въ такомъ случаф можно найти ращональныя числа ($ 22 т. Г) а/п, Вт, сп 
такого рода, что 


п р с 
т. т, а 
при чемъ 


абс 
аВу < а < и; 


но такой раШональный параллелепипедъ, съ одной стороны, помфщался бы 
цфликомъ внутри параллелепипеда «Ву, а, съ другой стороны, его объемъ 
выражался бы бблыпимъ числомъ. Такимъ же образомъ можно обнару- 
жить, что и допущене и < аВу приводить къ противорфчю. 


1. Мы, такимъ образомъ, вынуждены каждому прямоуголь- 
ному параллелепипеду въ качеств мЪры объема отнести 
число, равное произведен!ю его реберъ. 


Что опредфленная такимъ образомъ мфра объема дЪйствительно 
удовлетворяетъ требован!ямъ пункта 2-го, вытекаетъь изъ правилъ дЪйствЙ 
надъ иррашональными числами ?). 


1) ЗдЬсь допускается, слдовательно, что поставленная задача разрЪшается, 
т. е. что, по крайней мЫрЪ, каждому многограннику можетъ быть отнесено число 
въ соглаби съ требованями 1) — 4). 

1) Какимъ образомъ это вытекаетъ изъ правилъ ДЪЙйствИЙ надъ иррацщюналь- 
ными числами, мы рфшительно не понимаемъ. Напротивъ, доказать, что отнесен- 
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Прямую призму съ прямоугольнымъ основа@емъ можно разбить 
плоскостью, прохолящей черезъ двЪ параллельныя дагонали ея основан, 
на дв конгруэнтныя трехугольныя призмы. Объемъ каждой изъ этихъ 
составляющихъ призмъ равняется половинф объема всего параллелопипеда, 
а потому также выражается произведеНемъ основаНя на высоту. Такъ 
какъ любой многоугольникъ можеть быть разложенъ на прямоугольные 
треугольники, то предыдущее предложене можно обобщить. 


П. Объемъ прямой призмы равняется произведен! ю осно- 
ван!я на высоту. 


При требованяхъ 1) - 4) такое опредфлене мБры объема прямой 
призмы является необходимымъ, если только кубическая единица уста- 
новлена такъ, какъ это сдфлано выше; вмЪстЪ съ тфмъ это опредфлене 
объема и удовлетворяетъь этимъ требованямъ, коль скоро устано- 
влены правила дЪйств!Й надъ иррац!ональными числами 3). 

Съ этого же мБста находить себф примфнене новый принципъ, 
принадлежащий интегральному исчисленю. 

Мы предположимъ сначала, что для разсматриваемыхь тлъ суще- 
ствують числа, измфряюция ихь объемы, и въ этомъ предположени 
опредфлимъ эти числа. Къ вопросу о томъ, насколько самое ато допу- 
щен!е правильно, мы еще возвратимся ниже ($ 92). 


& 89. МБра объема пирамиды. 


1. Мы разсмотримъ пирамиду, основа емъ которой служитъ произ- 
вольный многоугольникъ; при этомъ мы примемъ сначала, что проекщя 
вершины (основанНе высоты) падаетъ внутрь основанНя или на его пери- 
ферю, а также, что основайемъ служитъ многоугольникъ выпуклый. 

Обозначимь высоту пирамиды черезь р и на разстояйи Хх оть 
вершины проведемъ плоскость, параллельную основанйю; эта плоскость 
дасть въ сфчеши съ пирамидой многоугольникъ, подобный основан!ю, 
при чемъ отношене соотвфтствующихъ длинъ есть х:1. Если поэтому 
Д; и А суть площади этихъ двухъ многоугольниковъ, то (& 22, предл. 13), 


ДА: А =: |. 


Высоту пирамиды мы раздфлимъ на произвольное число й равныхъ 
частей и черезъ точки дБлеНя проведемъ плоскости, параллельныя осно- 


ныя такимъ образомъ многогранникамъ числа удовлетворяютьъ поставленнымъ 
требованямъ, составляеть довольно сложную задачу. Этому и посвящена работа 
г. Шатуновскаго, которую авторъ цитируеть на стр. 556. Работа эта была также 
помфщена въ „ВЪстникЪ Опытной Физики и Элементарной Математики“, №№ 316—319. 


*) См. примфчане 2. 
17* 
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ваню. Эти плоскости дадуть въ сфчейи съ пирамидой многоуголь: 
ники, имюще плошади Д,, 4,,..., Д, = А. ВмЪстЬ съ тмъ 
р? 
Е В „та 
п 1? — 
41? 
м 2 
де — 2 р 
а потому: 
Д Д А 
ето амф Ато 
А = Г, Л = в, А, пе 


На каждомъ изъ многоугольниковъ Д;, какъ на основаНви, мы 
построимъ призматическое тфло съ высотою р/и и при томъ одно 
вверхъ, выходящее изъ пирамиды, 
другое внизъ— входящее. Мы по- 
лучаемь такимъ образомъ два 
ступенчатыхъ тфла, изъ которыхъ 
одно содержится внутри пирами- 
лы, а другое, напротивъ, содер- 
жить пирамиду въ себЪ. 


Если мы обозначимъ черезъ 
5,1, 5 объемы элихъ двухъ тЬлъ, 
то число ЦП, измфряющее объемъ 
парамиды, если таковое суще- 
ствуетъ, должно удовлетворять 
услошямъ: 


не 06) 


Фиг. 99. 


согласно же 6 88, 2), 


а. 9, 


рА 
е- 


С (Зи 1). 


Но въ & 57-омь т. 1-го мы получили для суммы квадратовъ # 
первыхъ чиселъ натуральнаго ряда формулу: 


о 
== я в 


1 у -.-.-н 
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сообразно этому, 


д д 1 1 
я Ане + 1) (2и и=8 (. | 1) (1 +). 


Зв 


_ 64 _ ва | ( : 
5 = 5 и (. эй .) р „.)- 


Оба эти выраженЯ при достаточно большихь # сколь угодно мало 
отличаются отъ 1рД; они доказываютъ, такимь образомъ, слфлующую 
теорему: 


Ш. Объемъ пирамиды, основанНйемъ которой служитъ лю- 
бой многоугольникъ, равняется одной трети произве- 
ден!я площади основанйя на высоту. 


Ограничительное услове, которое мы сдфлали, что основанемъ 
долженъ служить выпуклый многоугольникъ, и что проекшя вершины 
должна падать внутрь основаня, ведетъь къ тому, что каждый лучъ, вы- 
ходяциЙ изъ вершины къ любой точкЪ основаня, проектируется цфликомъ 
внутрь этого многоугольника или на его перифер!ю; этимъ обезпечивается 
справедливость неравенства (1). Это именно мы имфли въ виду, вволя 
ограничене, оть котораго теперь нетрудно освободиться. Разсмотримъ 
сначала треугольную пирамиду, но такую, въ которой вершина располо- 
жена надъ точкой, лежащей внф основанйя. Тогда мы всегда имЪемъ 
возможность присоединенемъ пирамилъ, удовлетворящихъь нашимъ тре- 
бованямъ, составить большую пирамилу, также удовлетворяюшую этимъ 
требованямь. Теорема И! будетъ тогда справедлива какъ относительно 
всей пирамиды, такь и относительно прибавленныхь пирамидъ: она 
справедлива поэтому и для разности, т.е. для данной пирамиды. Такъ 
какъ, сь другой стороны, каждый многоугольникъ можетъ быть раздфленъ 
на треугольники, то теорема доказана во всемъ ея объем. 


2. Итакъ, объемъ пирамиды зависитъ только отъ плошади основа- 
ня и оть высоты, но не зависить отъ формы основан. 

Благодаря этому можно также легко опредфлить объемъ усфченной 
пирамиды. Въ самомь дЪлЪ, если мы разсбчемь пирамиду плоскостью, 
параллельной основаню, то мы получимъ усБченную пирамиду, основа- 
ями которой служать подобные многоугольники 4Д,, Д,, а высота 
р =р, — №»; сообразно этому 4, : 4, =р,?:[,?. ВмфстБ съ тмъ мы 
получаемъ: 


ру А, р А, 


р, 
Уд, -У4 
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а для объема усБченной пирамиды 


8. А, р ие д, р, :. Ил" . Уд," 


ы 


Такимъ образомъ, 5 равняется объему призмы, имбющей высоту р 
и основаше +(4, + 4, + УД, 4,). 


Если мы обозначимъ черезъ Д„ площадь средняго сфченйя, то 
А А - А АА. 
а, слЪдовательно, 
А, = Ауд, = ЦА +А + 2Иаи,). 


Если теперь изъ соотношены (2) мы исключимъ УД, А,, то получимъ: 


$=2 (4+4 +44, (3) 


5 90. Принципъ Кавальери. 


1. Строгое обосноваше метода опрелЪленя объема такихь тлъ, 
которыя ограничены также кривыми поверхностями, не можеть быть про- 
изведено элементарными средствами; даже въ интегральномь исчислении 
это обосноваше сопряжено съ затрулненями, которыя коренятся въ пере- 
несенйи числового матерала на пространственные образы. Но, если мы 
ограничимся т5мъ, что намъ даютъ наивныя пространственныя представлен, 
то мы будемъ имбть богатый матер!алъ задачь на опредфлене объемовъ, 
которыя легко поддаются разрфшен!ю. 


2. Подъ цилиндрической поверхностью разумфють такую поверх- 
ность, которая составлена изъ совокупности всЪфхъ прямыхь, образу- 
ющихъ этой поверхности, проведенныхъ изъ всфхь точекъ н$которой 
плоской кривой перпендикулярно къ ея плоскости. Если эта плоская 
кривая представляеть собой окружность, то мы получаемъ поверхность, 
которую называютъ цилиндрической поверхностью въ боле тфсномъ 
значени этого слова. Если мы разсфчемъ цилиндрическую поверхность 
двумя плоскостями, то мы получимъ колонну; подъ это поняме, въ 
качеств$ частнаго случая, подходятъ и призматическя колонны, которыя 
мы разсматривали въ $ 88-омъ 

Если мы можемъ указать площадь основаня колонны, то относи- 
тельно нея также остается справедливой теорема, что объемъ колонны 
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равенъ произведен!ю площади основан{я на высоту. Въ самомъ 
дЬлЬ, мы можемь построить въ плоскости основаня два многоуголь- 
ника, изъ которыхъ одинъ иметь большую площадь, нежели площадь 
основаня колонны, а другой меньшую; мы можемъ это выполнить такъ, 
чтобы площади этихь многоугольниковь сколь угодно мало отличались 
одна оть другой. Если мы теперь на этихъ многоугольникахъ, какъ на 
основан яхъ, построимъ призматичесмя колонны, имбющя такую же высоту, 
какь и данная колонна, то объемъ послфдней будетъ заключаться между 
объемами построенныхъ такимъ образомь призмъ. Всл5дстые этого 
объемь данной колонны не можетъ имфть другого значеня, кромЪ про- 
изведенйя основанНя на высоту. 


3. Мы разсмотримъ теперь тБло К, заключенное между двумя 
параллельными плоскостями и заканчивающееся на этихъ поверхностяхъ 
двумя замкнутыми фигурами, которыя мы будемъ называть основан]йями. 
Эти основав я могутъ иногда сводиться также къ точкамъ или линямъ. 

Счене такого тфла плоскостью, параллельной основанйю, мы будемъ 
называть поперечнымъ сфчен!емъ; изъ двухъ основанйй мы булемъ одно 
называть нижнимъ, а другое верхнимъ. Перпендикулярное разстояне 
между основанями мы будемъ называть высотою тфла и будемъ ее 
обозначать черезъ р. 

Высоту произвольнаго поперечнаго сфченя надъ нижнимъ основанемъ 
мы будемь обозначать черезъ х; мы примемъ, что площаль () попереч- 
наго сфченыя представляеть собой извфстную намъ непрерывную функщю 
()(х) оть х. Площади основан суть: (© (0) и О(). 

Высоту р мы раздфлимъ на и равныхъ частей, каждая изъ которыхъ 
имфетъ, такимъ образомъ, длину д = р/п; черезъ точки дЪленя мы про- 
ведемь поперечныя сфчешя (),, О,, ..., О; О и О» обозначають 
самыя основан. 

Поперечныя сфченя разлагаютъ тБло „4 на п пластинокъ О 


5.,..., и; вмЪстЬ съ тЬмъ число К, измфряющее объемъ тБла, равняется 
суммЪ чиселъ 5, 5, ... 5„, измБряющихъ объемы этихъ пластинокъ: 
К=$5 5+... +. (1) 


Эти пластинки 5 становятся тЪмъ тоньше, тфмъ больше число ий; 
вмЪстЬ съ тЬмъ, чёмъ болыше становится и, тфмъ меныше они будуть 
отличаться отъ призматическихь пластинокъ, имфющихъ основайями 
площади 5; (скажемъ, верхнее основане соотвётствующей пластинки 5). 
Но объемъ такой призматической пластинки равенъ ();0, и мы, такимъ 
образомъ, получаемъ: 


КО 0,+..-+ 05 (2) 


для безконечно большого нп. 
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4. Этотъ выводъ можно было бы обосновать строже, если бы принять 
относительно тБла К, что каждое выше лежащее сфчене, будучи спро- 
ектировано на какое-либо сфчеше, расположенное ниже, падаетъ цфли- 
комъ внутрь посл5дняго или цБликомъ охватываеть посл днее. 
Въ такомъ случаЪ мы получили бы для К, какъ 5 89-омъ для пи- 
рамиды, предфлы 


2+0, +...+0.) А +0+...+ 05, 


между которыми содержится его объемь и которые можно неограниченно 
сблизить. Это остается справедливымъ и въ томъ случаф, если т5ло К 
разбивается на конечное число частей, удовлетворящихъ этимъ требова- 
нымъ. Въ общемъ же случаф очень трудно, а, можеть быть, и вовсе 
невозможно точно указать условя, при которыхь иметь мфсто фор- 
мула (2). 


5. Въ формуль (2) заключается такь называемый принцинъ 
Кавальери *). 


Если два тфла, расположенныя между однфми и тфми же 
параллельными плоскостями, обладаютъ тфмъ свойствомъ, что 
любыя два поперечныхъ сфчен!я, расположенныя на одной вы- 
сотЪ, имфютъ одну иту же площаль, то оба т5ла имфютъ оди: 
наковый объемъ. 


6. Болышое число примфненй соотвфтствуеть тому случаю, когда 
функшя О(х), выражающая объемъ поперечнаго сфченя въ зависимости 
оть высоты, есть цфлая функщя. Если это функшя 1-ой степени, то мы 
можемъ положить 


О(х) == бо сх Е ©? обв С. (3) 
откуда 

р р? р 

О = с с! а, 25 НИ 
2 р 41? 2т} т 

в == 65 Е С п + Со 2 = ... —- би же ь (4) 
пр 12]? пт 

О = 41 о ам Ее 


если мы поэтому положимъ для сокращеня 


Зе... 


*) СауаНег, профессоръ въ БолоньЪ, 1591 (или 1598) — 1647. 


—% 


с 


ь—_ р == -[—. 
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т. е. обозначимъ черезь 5,(н) сумму у-тыхъ степеней и первыхъ нату- 
ральныхъ чиселъ, то въ силу равенства (2) получимъ: 


е |) рз ] ЗИ Г) п 
Коба во в) с, дн 5, @Й. ©) 


Но »-тыя степени послФдовательныхъ натуральныхъ чиселъ 1, 2,3,... 
образуютъ ариеметичесюй рядъ т-таго порядка. Согласно $ 57 т. Гго, мы 
можемъ найти ихъ сумму. Обозначая черезь В@' биноминальные коэффи- 
шенты, мы можемъ положить 


5,(и) = Раб сов ---Е а... В, (6) 
гл а, в, а, ..., @ща можно вычислить, послфдовательно принимая 
= 0 По о олени 


Значеше коэффищента а,;4и легко опредфлить. Въ самомъ дБлЪ: 
5, (п) — 5,(п —- И = 
— а, (В,°9 — В.) + а, (В — Вум-в) +... + а, (В®, — В); 
въ вину же соотнощеня (7) $ 57-го т. 1-го, 
п" — а, Ве + а, Ви"-Ь +... а В. (т) 


Это уравнене должно удовлетворяться при любомъ н; такъ какъ, 
съ другой стороны, уравпене у-той степени не можетъ имфть болЪе, нежели 
» корней, то равенство (7) должно представлять собой тождество отно- 
сительно #. Но биномальные коэффишенты В” ®, Ве-® .., Ве вс 
имфють относительно й степень ниже »-той, и только 


Во Е И 2) 05%) 
е 2"! 
достигаеть 2-ой степени, при чемь #” иметь коэффищенть 1/›! Поэтому 
изъ равенства (7) слЗдуетъ, что 
а! 
Ч =! (8) 
Согласно соотношенйо (5), для опрелфленя объема К намъ нужно 
знать только предфльное значене отношеня 5,(п).н”Н при безконечно 
большомъь п. Но 


В ни—)..--@-в-0 
еее — Ни! 


1 1 2 и .) 
Е ь ь 1 о р 
пи (. в )( :) (. й 


это выражене обращается въ 0, если и и- 1, и равно 1/(ь | 1)! при 
и=и- 1. 
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Сообразно этому, въ виду соотношенй (6) и (8), 


тт = а р 

вмЪстЬ сь тёмъ изъ соотноше:Ня (5) мы получаемъ для А: 

1 
К=ов - А рн а (10) 
Если, напримЪръ, т = 2, такъ что 
О0(х) = о ах 6, (11) 
то мы получаемъ: 

КЕ, (2) 


отсюда можно исключить коэффишенты с», С,, С., если намъ извфстны три 
поперечныхъь сфченя. Если мы за таковыя примемъ основаня и среднее 
сфченше, которыя мы въ 5 89-омь обозначили черезъ 4Д,, 4,, Д, то 


д, = 0 
А = оао в о, 


Ь р? 

Аи = бо + 1 + < к 

Теперь мы можемъ изъ равенствъ (12) исключить су, С.В, 65), и мы 
получаемъ: 


т - Аааа (3) 


какъ вь частномъ случаЪ въ равенствЪ (3) $ 89-го. 

Точно такъ же изъ общей формулы (10) можно исключить постоянныя 
Со, (1, --:, С" при помощи выраженй, соотв тствующихъ т - 1 частнымъ, 
напримфръ, равно удаленнымъ поперечнымь сфченямъ *). 

Формула (13) остается въ силЪ также и въ томъ случаЪ, если ()(х) 
есть функшя третьей степени, какъ въ этомъ легко убфдлиться изъ соот- 
ношенй (10) и (3). 


*) См. сообщеше Финстербуша (Ризегризсй) въ „Трудахь Ш-го Между- 
народнаго Математическаго Конгресса“ ‹Уегпап@поеп 4ез апНеп пуеглаНопаеп 
МафетаНКегКопотеззез, Герию, Теирпег, 1905, $. 687). 


ра 
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5 91. ПримЪБры. 


1. Кь формуламъ (11), а вмфст6 сь т6мъ, стало быть, къ форму- 
ламъ (12) и (13) $ 90-го сводятся мноме частные случаи опредфлешя 
объемовъ, изъ которыхъ мы приведемъ здЪсь н$фкоторые. Прежде всего 
займемся призматоидомъ. 

Подъ призматоидомъ мы будемъ разумфть всякое тло, имфющее 
только прямолинейныя ребра, концы которыхъ лежатъ на двухъ парал- 
лельныхь плоскостяхъ 7 и 1)’, и дающее въ сБчени съ любой плоскостью, 
параллельной этимъ 
плоскостямъ,  пря- 
молинейный много- 
угольникъ; задача за- 
ключается въ опре- 
дьлени объема тБла, 
содержащагося меж- 
ду плоскостями и 
7. Смотря по тому, 
ограничивается ли 
призматоилъ съ 6б0- 
ковъ только плоско- 
стями или нЬтЪ, мы 
будемъ называть его 
прямымъ или ко- 
СсымЪъ. 

Косой призмато- 
иль имфеть плоскЯ 
основаня, а сбоку 
ограничивается какъ 
плоскими, такь н 
кривыми поверхно- 
стями, на которыхь 
помфщается безчи- 


Фиг. 100. 


сленное множество прямыхъ лин; это такъ называемыя линейчатыя 
{и при томъ косыя) поверхности (фиг. 100); сь такого рода поверхно- 
стями приходится имфть дфло при постройкахъ на верфяхъ и на кры- 
шахь. Къ числу призматоидовъ, между прочимъ, принадлежать: 


а) призма и пирамида (въ посл$днемъ случаф одна изъ ограничи- 
вающихь ТБло параллельныхъ плоскостей проходить черезъ 
вершину) 

Ь) тетраэдръ въ томъ особенномъ его положенм, когла двф па- 
раллельныя плоскости прохолятъ черезъ противоположныя ребра. 
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с) такъ называемая усфченная пирамида, которая въ сБчени съ 
плоскостями 1 и |’ даеть дЪйствительные (не вырождаюццеся) 
многоугольники. 


Объемы всфхъ призматоидовъ вычисляются по формуламъ 
(11), (12), (13) 5 90-го. 


Именно, можно показать, что поперечное сЪчене ((х), лежащее 
на, высотЪь х надъ основашемъ 7, представляеть собой функшю 2-ой 
степени оть х. Съ этою цфлыьо 
спроектируемъ ()(х) ортогонально 
на плоскость 17; мы получимъ тогда 
многоугольникъ В} В, --- В» Вии --- 
(фиг. 101), который получается 
изъ многоугольника ()(0), или 
А, -. Ль Ищи. --, лежащаго въ 
самой плоскости 1), путемъ при- 
соединевя четырехугольниковъ 
ЕВ Рь, В.В 

Если мы теперь будемъ мЪ- 
нять х, то точки В,, В, ... бу- 
дуть двигаться по нфкоторымъ 
прямымъ 51, ©.,..., которыя про- 
ходятъ черезъ вершины 1, /4,... 
и представляютъ собой проевши 


Фиг. 101. 
реберъ призматоила. 
ОтрЬзки 1, В,, .1,, В,, ..., Чь, Вь получаются въ формЪ сих, 
С.х, -..., Срх, ГДЪ коэффищшенты С1, Со, Сь уже не зависять отъ х, а 


опредфляются наклоненемъ реберъ къ плоскости 7. Если 5» есть точка 
пересфченя прямыхъ р, и ©, 4.» ТО площадь 
А, ВВ, Аа 
= В Ва А, Зы = (А, хс,) (5 а + ХС) (ви) 
— 15% - Зы (а); 
это есть, такимъ образомъ, квадратная функшя отъ х; та же функщя 


опредфляеть площадь и въ томъ случа, когда двЪ изъ сторонъ четырех- 
угольника пересфкаются. Такъ какъ далфе 


7 


Ом = 900) + У АВА, 


то ()(х) есть функшя второй степени отъ х, какъ это и требовалось до- 
казать. 


% 


Ро 


269 $ 91 

2. Объемы цилиндровъ и конусовъ можно получить, разсматривая 

ихь, какъ предЪльные случаи призмъ и пирамидъ. Если г есть ращусь 
основаня, а р есть высота, то: 


объемъ цилинлра — п7?р, 
г конуса = л7 В. 

Эти формулы остаются въ сил также для наклонныхъ цилиндровъ 
и конусовъ. 

3. Шаръ ратуса г даеть въ сБчени съ плоскостью, отстоящей на 
разстоями х оть его центра, кругъь рашуса о = У’? ^?. Площаль 
этого круга равняется л(г? - 4?) и, слфдовательно, также представляеть 
собой функщю второй степени оть х. Въ виду этого и здЪсь находить 
себЪ примфнене формула (13) 5 90-го. Изъ нея мы получаемъ: 


4л 
Объемъ шара а ВА 
а объемъ сферическаго сегмента съ высотою 1 =г—х: 
72 


п 
: (8—3). 


4. Положимъ, что два конгруэнтныхъ круглыхъ цилиндра ращуса } 
прочикаютъ олинъ въ другой такимъ образомъ, что ихъ оси пересф- 
каются подъ прямымъ угломъ (фиг. 102). Обтгая часть обоихъ цилин- 
дровъ есть подушко- 
образное тфло, которое 
ограничено четырьмя 
выр$занными съ ци- 
линдрической поверх- 
ности двуугольниками; 
краями этихъ двууголь- 
никовъ служать эллип- 
сы. При пересфчени 
этого тЪла плоскостью, 
параллельной обЪфимъ 
осямь и проходящей 
на разстоями х оть 
послЪдней, получается 
въ сфчени квадратъ, 
сторона котораго равна 


я РЗ Фиг. 102. 
2У!т — ^?; площадь 
этого квадрата равна 4(7? — л7) и, слБдовательно, выражается функщей 
вгорой степени. Мы и здЪсь можемъ, поэтому, воспользоваться форму- 
лой (13) $ 90-го. Высота этого тЪла равна 97, а площадь средняго 
сфченя 1, = 47; основаше же здЪсь обращается въ 0. 
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Сообразно этому объемъ этого тла равенъ 1673/3, т. е. равенъ 2 
объема описаннаго куба. 

Достойно вниманЯ, что объемъ этого тБла, которое ограничено 
кривыми поверхностями, получающимиси при помощи окружностей, не 
содержить числа л, а, напротивъ того, находится въ рашональномъ отно- 
шенНи къ объему куба. | 


$ 92. Существоване чиселъ, выражающихъ объемъ тЪла. 


Общее обосноваше существованя чиселъ, измфряющихь объемъ 
тфла, принадлежить къ числу наиболфе трудныхъ залачъ интегральнаго 
исчислея и потому падаеть за предфлы настоящаго сочиненя. Тфмъ не 
менфе мы должны кое-что по этому поводу сказать, чтобы освЪтить хотя 
бы до н$которой степени простфИйпие случаи. 

Установивъ единицу длины, выберемъ произвольное цфлое число и 
представимъ себЪ кубы съ ребрами, равными 1/1, и, слфдовательно, каждый 
съ объемомь 1/73; эти кубы мы булемъ называть элементарными кубами. 
Каждому тБлу, составленному изъ элементарныхъ кубовъ, соотвфтствуетъ 
тогда ращональное число, измфряющее его объемь; оно выражается 
дробью, имфющей знаменателемъ #3, а числителемъ число кубовъ, вошед- 
илихъ въ составъ т5ла. 

Если теперь дано тфло К, то мы можемъ изъ нашихъ элементарныхъ 
кубовъ составить два тфла //, и В ‚ изъ которыхь одно содержится 
внутри тБла К, а другое охватываеть тфло К. ВмЬстЬ сь тЬмь А, < В». 

Если, увеличивая число п, мы можемъ сдфлать разницу между 
А», и В, произвольно малой, то числа, выражаюц! послфдовательные 
объемы 

И о Пе ВНИЗ т 


и ’ 


образуютъ Дедекиндово сфчене, которымъ опредфляется н$которое (ра: 
щональное или ирращональное) число; это число и измфряегъь объемъ 
тфла ИК. Что устанавливаемыя такнмь образомъ числа удовлетворяютъ 
требованямъ п. 2-го 5 88-го, вытекаеть изъ правилъ дфйстый надъ ирра- 
шональными числами (5 24 т. [-го) 1). 

Все остальное сводится, такимъ образомъ, кь вопросу, можно ли 
числа „1, и В, сдфлать сколь угодно близкими. 

Представимъ себЪ прежде всего тфло А, составленное изъ элемен- 
тарныхъ кубовъ и содержащее тфло К ифликомъ; это всегда возможно. 
Такое тфло // будетъ всегла содержать извфстное число элементарныхъ 
кубовъ, расположенныхъ цфликомъ внутри тБла Й/’; совокупность посл$д- 
нихь, а вмЬстБ съ тЬмъ и число, выражающее ихъ объемъ, мы обозначимъ 


1) См. примьчане 2 на стр. 258. 
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черезь /{ Далфе, будеть нфкоторое число кубовъ тфла М, которые лишь 
частью содержать тфло К; совокупность послфднихъ, а также число, 
выражающее ухъ объемъ, мы обозначимъ черезъ а. Остальные кубы, со- 
держанцеся въ тёлЪ ЛМ, лежать цфликомъ внф тфла К и могуть быть 
вовсе опущены. Вмфстф съ тёмь мы можемъ положить В = „/- а; тБло 
В охватываеть тло А цфликомъ. 


Если существуеть число, измфряющее объемъ тфла К, то 
оно должно содержаться между .4 и В; такое число необхолимо 
будетъ существовать, если 0 становится безконечно малымъ, 
когда п неограниченно возрастаетъ. 


Что это услоше всегда выполняется, если тъло [К ограничено пло- 
скостями, легко усмотрЪть. Въ самомъ дфлЪ, если мы представимъ себЪ, 
что грани тБла К замфнены стЪнками, толщина которыхъ равна ллагонали 
элементарнаго куба, то всф кубы а умфстятся внутри этихъ стфнокъ; 
объемъ 4 будетъ, такимъ образомъ, меньше, нежели объемъ конечнаго 
числа призмъ, имБюшихъ основанями грани этого тфла, а высотой - д1а- 
гональ куба. 

Отсюда вытекаеть далфе, что требуемое услое выполняется также 
для всфхъ тфхъ тфлъ, для которыхъ могутъ быть построены входянше и 
выходяще многогранники, сколь угодно мало отличаюнщеся одинъ отъ 
другого. Это имфеть мфсто для цилиндровъ, конусовъ и шаровъ. 

Если мы замфнимь тфла 1, К, В и кубъ, принятый за единицу 
объема, подобными тЪфлами съ линейнымъ отношенемъ & то числовыя 
отношеня не измфнятся. Но объемъ куба возрастетъ въ отношени 1 : #3 
($ 88, 3). Отсюда получается теорема. 

Числа, изм5ряющия объемы подобныхъ тфлъ, въ которыхъ 
соотв тствующя длины находятся въ отношен!и 1:8, относятся 
между собой, какъ 1: 83. 


$ 93. ИзмБрене кривыхъ поверхностей. 


1. Изм5ренше кривыхъ поверхностей представляеть еще гораздо 
большя затрудненя, чфмъь измфреше объемовъ; это обусловливается 
тфмъ обстоятельствомь, что кривыя поверхности не поддаются непосред- 
ственному сравненю съ плоскостью. Здфсь мы уже по самому существу 
дЪфла поставлены въ необходимость прибЪгать кь предЪфльному переходу. 
Когда въ низшей геодези приходится измфрить участокъ земли и выразить 
его площадь, скажемъ, въ квадратныхь метрахъ, то поступаютъ такъ, 
какьъ будто участокъ плосюй; при незначительной кривизнф земной по- 
верхности мы при этомъ не дфлаемъ замфтной погрфшности. Если мы 
распространимъ этотъ премъ на большое число участковъ, покрывающихъ 
въ совокупности значительную часть земной поверхности, то мы получимъ 
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число квадратныхъ метровъ, которое можетъ быть принято за мЪру пло- 
щади соотвфтственной части земной поверхности съ тфмъ ббльшимь 
приближенемъ, чфмъ меньше были измфренные первоначально участки и 
чфмъ больше было ихъ число. Но дфло уже будеть обстоять иначе, если 
среди измБренныхъ участковъь имфются таке, которые расположены по 
крутымъ скатамъ, хотя бы даже высота этихъ скатовъ была ничтожно 
мала по сравненю со всей плоскостью; мы получимъ тогда для площади 
слишкомъ большое число. Изъ этого примфра уже видно, съ какими 
обстоятельствами надо считаться при точномъ опрелфлени чиселъ, измф- 
ряющихъ. площади, и кая затрудненя отсюда могуть проистекать. Мы 
ограничимся въ нижесл6дующемъ простфйшими случаями и будемъ при 
этомъ пользоваться наглядными соображенями. 


2. Цилиндръ. 

Выше мы разсматривали окружность, какь многоугольникъ съ без- 
численнымъ множествомъ сторонъ; подобно этому мы можемъ теперь 
смотр$ть на цилинлръ, какъ на прямую призму съ безчисленнымь мно- 
жествомъ боковыхъ граней. Мы получаемъ тогда для боковой поверхности 
цилиндра (т. е. для поверхности цилиндра безъ основанйй) произведене 
изъ высоты на периметръ осиованя; есзи поэтому р есть высота, а г 
рамусь основаня цилиндра, то 


боковая поверхность цилиндра = 2лтр. . 


3. Точно такь же поверхность прямого конуса можетъ быть раз- 
смагриваема, какъ поверхность пирамиды съ безчисленнымъ множествомъ 
треугольныхъ боковыхь граней. Длина основан этихъ треугольниковъ 
въ совокупности равна въ такомъ случаф периметру основаня; высота 
боковой грани равна длинф $ образующей; или, если } есть высота, а 
’  рамусъ основан!я конуса, то высота боковой грани равна | г? -|- 17. 

Сообразно этому боковая поверхность конуса равна 

РТО = АЕ. 

4. Обратимся теперь къ усфченному конусу; пусть л, и г, будуть 
ралусы основанйй, а $, и $, образующя двухъ конусовъ, разность кото- 
рыхъ представляетъ собой заданный усфченный конусъ; въ такомъ случаЪ 
боковая поверхность усфченнаго конуса равна л (7,5, - 2,2). Но, сь дру- 
гой стороны, 1, :5, =7,:$.; мы получаемъ поэтому для боковой поверх- 
ности выражеше л (т, | т) (5; $5). Если мы, наконецъ, обозначимъ 
черезъ г ращусь средняго сЪченЯ, т.е. 1(г, --к,), а черезъ $ образующую 
усфченнаго конуса, т. е. 3 —\, то мы получимъ окончательно: 


боковая поверхность усфченнаго конуса == Злгу 


т. е. равва прямоугольнику, одной стороной котораго служить образу- 
ющая усфченнаго конуса, а другой периметръ средняго сфченя 9 ли. 


` 
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5. Эти результаты можно сдфлать еще болфе наглядными, если мы 
представимь себф боковыя поверхности цилиндра, конуса и усфченнаго 
конуса сдфланными, напримфръ, изъ бумаги и развернутыми на плоскости. 
Боковая поверхность цилиндра обращается тогда въ прямоугольникъ, по- 
верхность конуса въ круговой секторъ, а поверхность усфченнаго конуса 
въ кусокъ колькеобразной площади, ограниченной лвумя ращусами. 


6. Эти поверхности, принадлежания къ числу развертывающихся, 
именно благодаря этому развертыванию поддаются еще наглядному сравненю 
съ плоскими фигурами. Но иначе обстоитъь дфло со сферою; опред%ле- 
ме поверхности шара принадлежить къ числу наиболфе блестящихъ 
прюобр$тенй древности; Архимедъ съ полнымъ правомъ считаль его 
вфнцомъ своей славы и, какь сообщаеть Цицеронтъ, завФщалъ, чтобы 
фигуры шара и цилиндра были изображены на его гробницф. 

Поверхность шара опредфляютъ такимъ образомъ, что разсфкаютъ 
ее параллельными кругами на безчисленное множество зонъ и каждую 
такую безконечно тонкую зону разсматриваютъ, какъ боковую поверх- 
ность усБченнаго конуса. 


7. Разсфчемъ шаръ двумя параллельными плоскостями //Си ВЁ 
(см. фиг. 103) и проведемъ плоскость РО, прохолящую на равномъ раз- 


С р А 
Фиг. 103. Фиг. 101. 


стояи оть нихъ. Въ точкЪ /? проведемъ касательную АВ =х кь мери- 
дюнальной окружности въ плоскости (АВ. Треугольники®” АВНи С РО 
будуть въ такомъ случаЪ подобны: если мы обозначимь черезъ у ратусъ 
сферы, черезъ и — ращусъ параллельнаго круга РО и черезъ р высоту 
зоны, то 0:7 =р: 5, или оу = рт. ВмЪстЪ съ тЬмь мы получаемъ для 
боковой поверхности усфченнаго конуса, описаннаго около шара и содер- 
жащагося между параллельными плоскостями, согласно п. 4-му, выражене: 


Эпоху = Эль р. 
Но 3лур есть боковая поверхность цилиндра, имБющаго высотой ] 
и основашемъ большой кругъ шара. 


8. Теперь опишемъ около квадранта СВА (фиг. 104) квадратъ 
СВБА и многоугольникь ВР.Р,Р, ... А, первая сторона котораго ВР, 


Веберъ, Зациклоц. элемент. геометми. 18 
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параллельна С. Если мы себЪ представимъ, что эта фигура вращается 
вокругъь оси ВС, то дуга АВ опишеть половину сферы, а отрЪзокъ 
АЛ опишетъ боковую поверхность цилиндра, описаннаго около полу- 
сферы; многоугольникъ же Р, Р.Р... опишеть поверхность, составленную 
изъ боковыхъ поверхностей усфченныхъ конусовъ, совокупность которыхъ, 
согласно п. 7, равна боковой поверхности цилиндра АП. Величина этой 
поверхности, такимъ образомъ, не зависить отъ числа точекъ Р, Р»Рз ›-. 
и остается неизмфнной, когда число этихъ точекъь неограниченно возра- 
стаеть. Но при такомъ неограниченномъ увеличеви числа сторонъ эта 
поверхность все больше приближается къ полусферЪ. Примфняя тЪ же 
самыя соображеня ко второй половинф сферы, мы получаемъ слЪдующее 
предложене: 


Поверхность сферы равна боковой поверхности описаннаго 
около нея цилиндра. 


Такъ какъ высота описаннаго цилиндра равна 2, 
то поверхность сферы равна 4л7?; мы можемъ, такимъ 
образомъ, сказать, что поверхность сферы въ 4 раза 
больше площади ея большого круга. 


Поверхность шарового пояса равна той части боковой по- 
верхности описаннаго Цилиндра, которая выр$зывается его 
основан!ями. 


9. Если извЪстень объемъ Й шара, то поверхность его 5 можно 
опредфлить сл5дующимъ образомъ: раздфлимъ поверхность на безчислен- 
ное множество малыхъь площадокъ, напримфръ, въ видф сЪфтки, соста- 
вленной параллелями и мериданами. ЗатБмъ всЪ точки на перифери такого 
элемента поверхности соединимъ съ центромъ шара; мы получимъ Тогда 
пирамиду, основашемъ которой все еще, правда, служить кривая поверх- 
ность, но послднюю мы можемъ считать за плоскую съ тЪмъ ббльшимъ 
правомъ, чфмъ меньше элементы. Высота такой пирамиды равна ралусу 
шара 7, а потому весь его объемъ равенъ всей ея поверхности, умно- 
женной на 5, т. е. 


ИТР 
Но, согласно & 91, 3, Г’ равно 4л7*/3, а потому Е СГ 


10. Если мы представимъ себЪф на кривой поверхности — напримЪръ, 
на сферЪ или на цилиндрф  сфть точекъ и соединпимъ каждыя три точки 
плоскимъ треугольникомъ, то мы иолучимъ многогранникъ, вписанный въ 
данную поверхность. Казалось бы, что поверхность этого многогранника 
имфеть предфломъ данную кривую поверхность, если мы станемъ безпре- 
дфльно сгущать сть точекъ. 
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Между тьмъ Г. А. Шварицъ (Н. А. Зсв\аг7) первый замЪтилъ, что 
это не всегда имфетъ мфсто; слЪдующй примЪръ это выясняетъ. 
Разсмотримъ цилиндрическую поверхность, имфющую ращусъ ги 
высоту 1. Мы раздфлимъ высоту на п частей, каждая изъ которыхъ 
имфетъ. такимъ образомъ, высоту р/м, а затБмъ периферю каждой окруж- 
ности, производящей дфлене, мы раздЪ- 
лимъ на №1 частей; такъ что каждой та- 
кой части соотвфтствуеть уголь 2л/т. 
Но точки дфленя на каждой послф- 
дующей окружности мы сдвинемъ на 
л/т, какь это показано на фиг. 105. 
Такимь образомъ, мы получимъ 
треугольники (123), (234), (345) .... Ра- 
зыщемъ площадь одного изъ этого ряда 
(конгруэнтныхъ) треугольниковъ. 
Основаше 13 такого треугольника 
равно 2т. зп л/7й, но высота треуголь- 
ника равна не 1/71, а гипотенузЪ пря- 
моугольнаго треугольника 2 /1В, у ко- 
тораго однимъ катетомъ служить Р/и, 


а другимь — „стрфлка“ АВ. Но эта 
стрЪлка равна 


л о ‚ 
7 —7гс0$ — = Зи 8 — |, 
т ‚ 2 


а потому площадь нашего треугольника 
равна 


Фиг. 105. 


Е р? ( т } 
Этап — 4? | т . 
? 7} 21п 


т 12 


Но такъ какъ на цилиндрЪ расположены ти такихъ треугольника, 
то вся поверхность многогранника будетъ 


аи: 
98 р? я 
2ттизт — И — +4 (= >) } 
т и? ко 211] ’ 
замфняя здфсь для безконечно малыхъ угловъ синусы ихъ углами 
($ 118, т. 1), мы получимъ: 


2 
И) 
2лг Ел -. 
Ат 


Если ш и п неограниченно возрастають независимо другъ оть 


друга, то это выражеше остается совершенно неопрелфленнымъ. 
18 
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Правда, оно всегда имфетъ предфломъ 2лтр, если отношене п: т 
остается конечнымъ; но оно можетъ также неограниченно возрастать, 
если, напримръ, п = 73. Впрочемъ, боковая поверхность цилиндра 2лтр 
во всякомъ случа остается нижней граниней всфхъ значенй, которыя 
это выражене можетъ принимать. 


д‘ 


ГЛАВА Х. 
Группы вращевй и правильныя т$ла. 


$ 94. Вращен!я и составлене вращен!й. 


1. Разсмотримъ твердое тфло К произвольной формы, имфющее 
неподвижную точку (), вокругъ которой оно можеть свободно вращаться. 
Такое т6ло можеть принять безчисленное множество положенй и изъ 
любого ноложеня /{ въ любое другое возможное для него при этихъ 
условяхъь положеше В оно можеть быть приведено безчисленнымъ мно- 
жествомъ сиособовъ. 

Изъ различныхь возможныхъ движенй тЪла особенно замфчательны 
и понятны вращен!я вокругъ оси. Величина такого рода вращенмя 
измБряется угломъ, который произвольная плоскость, проходящая черезъ 
ось и неизмЬнно связанная съ твердымъ тфломъ, образуетъ съ началь- 
нымь своимъ положешемъ; по знаку этого угла отличаютъ два противо- 
положныхъ вращеня. Въ этомь смыслЪ уголъ поворота можеть быть 
сколь угодно великъ, хотя для опредфленя положеи!я тфла можно было 
бы ограничиться интерваломъ въ 2л. Одно нзъ двухъ направлен оси 
мы примемь за положительное и будемь самое вращеше считать положи- 
тельнымьъ, если наблюдатель, стояцИй по положительному направленю 
оси, видить его совершающимся по направлено, противоположному дви- 
женю часовой стр$лки. 


2.`Теорема. Тфло К всегда можетъ быть изъ любого поло- 
женя /4 приведено въ любое другое положен{е В посредствомъ 
вращен:я вокругъ н5которой осн 4. 


. Доказательство легко получить, если примемъ во внимаше, что по- 
ложеше тфла вполнф опредфляется, если дано положене любыхъ двухъ 
прямыхъ, проходящихъ въ немъ черезъ точку (). Если а, и @, суть двЪ 
такя прямыя въ положеши К ар иб, ть же прямыя въ положени В, 
го углы (а, а.) и (6,6, ) равны между собою. Проведемь теперь пло- 
скости, перпендикулярныя къ плоскостямь а. 6, и а,ё> и дфлящя поп о- 
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ламъ углы (а16,) и (а26,); эти плоскости пересфкутся по н-которой 
прямой а, и трехгранные углы аа, 4, и 4.6, будуть конгруэнтны, ибо 
они имфють конгруэнтные плосюе углы. Если мы поэтому повернемь 
ло’ вокругь оси 4 такъ, чтобы прямая а, совпала съ прямой р, то 
прямая а, совмфетится съ прямой р, а вмЪстЪ съ тмъ тБло будеть при- 
велено изъ иоложеня „4 въ положене В. 

3. Если мы исходимъ изъ опредфленнаго начальнаго положенм „, 
то всякое другое положеше В однозначно опредФляется, если даны ось @ 
и соотвфтствующ уголь поворота 9. Совокупность этихь двухъ данныхъ 
мы будемъ называть вращен!емтъ, которое будемъ обозначать греческой 
буквой, —скажемъ, буквой а. Если даны положеше 4 и вращене а, то 
этимь опредфляется положен! В. 

Если же, обратно, даны положеше 1 и В, то ось соотвфтствующаго 
вращеня опредфляется этимъ однозначно, но уголъ поворота опред$- 
лень лишь до числа, кратнаго 2л. Но въ дальнфИшемъ мы будемъ 
разсматривать врашеня, отличаюцияся на кратное 2л, какъ одно и то же 
вращене; при такомъ соглашени мы можемъ считать, что вращене вполнЪ 
опредфляется двумя положенями тЪБла Ли В и соотвфтственно этому 
можемъ его обозначать, скажемъ, черезъ (.4, В). 

Если мы повернемъ тфло вокругъ той же оси 4 изъ положеня В въ 
положене /[, то такое вращене мы будемъ называть противоположнымъ 
вращеню а и будемъ его обозначать черезъ а" или также черезъ (В, 4). 

Каждому вращению т5ла соотвфтствуетъ, такимъ образомъ, противо- 
положное вращене; вращене же, противоположное противоположному, 
совпадаеть съ начальнымь вращенемъ. 

4. Представимъ себЪ, что ось вращеня неподвижно соединена съ 
твердымъ т5ломь (скажемъ, отмфчена прутомъ, прочно вдфланнымъ въ 
это тфло). Мы можемъ тогда произвести вращеше а при любомъ поло- 
женши тфла. Вращен!я, какъ мы ихъ теперь понимаемъ, связаны 
такимъ образомъ съ т5ломъ, а не съ его положещемъ въ про- 
странств%. Если а = (4, В) и мы произведемъ другое вращене, исхоля 
изъ положеня ДВ, то мы можемъ послфднее представить въ видъ 
8 =(В, С), гдЪ С есть положеше, въ которое вращене 8 приводить 
тЪло изъ положеня В. Но наше тфло можеть быть приведено въ поло- 
жеше (’ непосредственно изъ положешя -| нФкоторымъ вращенемъ у: 
относительно этого вращеня (4, (С) мы будемъ говорить, что оно со- 
ставлено изъ вращен!й аи В. Мы будемъ эго обозначать символи- 
чески, какъ умножене; именно, мы положимъ: 


р =айВ, или (Л, С) = (А, В)(В, С). (1) 


При этомъ мы считаемъ нужнымъ напередъ указать, что 
вращен!е «В, вообще говоря, отлично отъ вращен!я Ва. 
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Такимъ образомъ, при этомъ умножени пе имфетъ мфста законъ 
перемфстительный, но зато остается въ силЪ законъ сочетательный, 
который находитъ себЪ выражене въ слёлующей формулЪ: 


(41, В) (В, Е) (С, р) = (1, 2 (С, р) == (2, В) (В, о) = (А, р. 


5. Составлеше вращенй будеть только тогда вполнф опредЪлено, 
если мы присоединимъ къ числу вращенйЙ такъ называемое нулевое вра- 
щене а5, т. е. неизмфнное положене (1, 4) = (В, В} .-.. Въ самомъ 
дфлЪ, только тогда получаеть опредфленный смыслъ составлеше двухъ 
взаимнообратныхъ движений 


СОС 00° (2) 


Составлене н$фкотораго вращеня съ вращенемъ @б ничего не из- 
м5няеть, и въ этомъ смыслЪф послФднее въ нашемъ символическомъ умно- 
жен играетъ роль единипы. 


6. Вращене © = (Л, ’), которое ведетъ отъ положеня „| къ по- 
ложенйо 4’, можно выполнить также, исходя отъ положеня В; поло- 
жимъ, что оно приводитъ тогда къ положению В’, такъ что 


® = (24, М) = (В, В), 
9 = (Л, 41) = (В', В). 


Теперь тфло въ положени В’ расположено относительно 
того же тфла въ положен!и В совершенно такъ же, какъ въ 
положен{и „/[’ оно расположено относительно положен!я //. 
Если поэтому мы обозначимъ черезъ [.1.1’] неизмфняемую си- 
стему, составленную изъ тфла вь положен!и и того же тБла 
въ положен!и „4’, то такая система при помощи вращеня а 
переходить изъ начальнаго положен!я 1 въ положен!е |ВВ'| 5). 


(3) 


Если а есть вращене (.1, В), то 


-1аю = (Л, АДСЛ, ВУ(В, В) = (ХФ, ВУ, 


и =о@ ‘ао (4) 


есть вращене, которое ведетъ оть положенйя .-1’ въ положене В’. Вращене 
@’ называется сопряженнымъ съ @ (относительно 02); вм5стЪ съ т6мъ 
и = юа’о-Ь т,е. а является сопряженнымъ съ @’ относительно ©@-!. 


Г) Нужно сказать, что эта теорема недостаточно ясна, ‘но въ дальнфйшемь 
она никакого значеня не имфетъ; существенно лишь опредфлене сопряженныхь 
вращенй, содержащихся въ равенствахъ (4); сущность же этого опредфленя заклю- 
чается въ сл5дующемъ: вращене с› приводитъ тфло изъ ноложешя 4 въ положеше 
А’, а изъ положеня В въ н$5которое положен!е В’. Если ‹1 есть вращеще, приводя- 
щее т5ло изъ положеня 4 въ положенюс В, то вращене а’, сопряженное съ а 
отвосительно ®, есть то, которое приводитъ тфло изъ положен .4’ въ положенЕ В’. 
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7. Если В’ есть вращен!е, сопряженное сь 8, а” есть вра- 
щен!е, сопряженное съ у, то рВ’у’ есть вращен!е, сопряженное 
съ 82. 

Въ самомь дЬлЪ, 


В’ = © 'Зо "ра = ®Йб1Вую (согласно п. 5). (5) 


8. Повторное производство н$котораго врашеня @ съ сохране- 
Шемъ, слфдовательно, той же оси, мы будемъ обозначать степенями 
@?, а, ..-, а повторное производство обратнаго вращеня мы будемь 
обозначать черезъь <", «^^, @-8, 

Если © есть уголь поворота, соотвфтствуюнщий вращенйо 4, то 


20. 30, суть углы поворота, соотвфтствующе вращенямтъ «2, и, ..., 
а ©, 20, — 3%, суть углы поворота, соотвфтствуюнще враще- 
нымь а 1, <—*, а 3, .... Составлеше этихь степеней совершается, какь 


персмпожеше обыкновенныхъ числовыхъ степеней, сложешемь показателей: 
О" ее". (6) 
9. Если «= © 'а0, то. согласно и. 7, 
ет, 
и для любого положительнаго или отрицательнаго показателя : 
ПРЕ 2) (7) 


10. Если уголь поворота @ находится въ въ рашональномъ отно- 
шени къ 27, то вращене называется циклическимъ. Въ этомъ случаБ 
всегда существуютъ показатели р, для которыхъ а” = 00, т. е. равно 
нулевому вращен!ю. Если 4 есть наименьшй положительный показатель, 
удовлетворяюниЙ этому требован!ю 3), то вращеня 


@', @' 42, -., ат {8) 


всф различны между собой. Всякая другая степень вращени а совпа- 
даетъ съ однимъ изъ вращенй (8), и а“ = ай. Вращеше а? совпадаетъ 
съ @? въ томъ и только въ томъ случаЪ, если ) кратно м. Въ самомъ 


2) Чтобы убЪдиться, что о'а\ю есть вращеню а” *, т. е. обратное вра- 
щенйю и=0 ! «0, достаточно замФтить, что, въ силу закона сочетательнаго (п. 4), 


—1 


(01а о) (О ао) = оао оо та тпонои Ш =1. 


Далфе: 


А. 


(о [© (< 1а ©) =а 11010 =@— 
Такимъ же образомъ обнаружимъ справедливость соотношенЯ (7) при любомъ м. 


т зн 
3) Если 9 5 2л, гдь я; ®СтЬ несократимая дробь, то и —н. 
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дЪлЪ, посредствомъь длешя мы можемъ представить число р въ видЪ 
Ь — дн + м’, гдь О и’ р, и 20° = а". Если бы было а^ — а®. то 1, 
будучи меньше /(, необходимо должно быть равно нулю. 

Показатель {‹ называется порядкомъ циклическаго вращения <, а 
рялъ (8) его пер!одомъ. Въ виду соотношешя (7) мы получаемт, теорему: 
Сопряженныя вращен!я имфютъ одинъ и тотъ же порядокт,- 


11. Если а не циклическое вращене, то вь ряду степепей 
аа юр а 0... 


тоть же элементъ не повторяется дважды. 
Въ самомь дЬлф, если а” — и", то 20 = {0 2лиш, а потому 
9 — 2ли/( №. 
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$ 95. Конечныя группы вращенйй. 


1. Система, состоящая изъ конечнаго числа ни вращен!й 


5 =а, В, Сы (10) 
называется группой вращен!й, если каждое вращенге, составлен- 
ное изъ двухь вращен!й этой системы, также входитъ въ составъ 
этой системы. 

Число # содержащихся въ системЪ 5 вращен!й называется 
порядкомъ группы. 

Мы увидимъ ниже, что существуеть только ограниченное число 
видовъ такихъ группъ. 


2. Согласно опредьленю группы, вмЪстЪ съ каждымъ вращенемъ и 
въ составъ ея должны входить всЪ степени и; отсюда непосредственно 
вытекаетъ, что @& должно быть циклическимъ вращешемъ; въ самомъ 
ДЪЛЪЬ, если бы @ не было циклическимъ вращенемъ, то число различныхт, 
вращенй, согласно $ 94, п. 11, не было бы конечнымъ. Если и есть 
порядокъ вращеня &, то вращеня 


С, базе, аа ий 
содержатся въ группЪ 5%. 


1. Каждая группа 5 содержитъ, такимь образомъ, нулевое 
вращене, а также и вращеше, прогивоположное любому 
изъ входящихъ въ ея составъ вращен!й. 


3. Мы будемъ исходить изъ нфкотораго опредфленнаго начальнаго 
положеня [и сообразно этому представимъ вращеня группы 5 въ форм® 


( —= ([:, - Г, В = (1:, В), = (1:, р # (2) 


Тогда .4, В, С суть положешя тфла ^^ кь числу которыхъ мы 
отнесемь и положеше Ё; вращеными группы 5 тЬло можеть быть пере- 


$ 95 282 
ведено изъ любого изъ этихь положенй, — скажемъ, изъ положения /1 
въ любое другое положене В, ибо 


[92 +В — (4, В). 


4. Представимъ себЪ теперь всю эту систему положенй Ё, АВ, С... 
соединенными въ одно неизмфняемое т5ло Л 1). Если тогда мы 
выполнимъ надъ тфломъ № вращене % = (Ё, Г), при чемь А, Ви С 
будуть слфдовать въ этомъ вращени за Г, то это вращене переводить 
положеня „41, В, С... вь новыя положены 2, В’, С’..., которыя, 
согласно $ 94, 6, опред$ляются тфмъ, что 


я 
Отсюда слЪфдуетъ: 
ое И Га. 9 О (2) 
и вращеня а, В, У9, въ своей совокупности совпадаютъ съ вра- 
щенями группы 5 (они могутъ оказаться только расположенными въ 
другомъ порядкЪ). Въ самомъ дБлЪ, всЪ эти вращеня содержатся въ 
групп 5; всф они различны между собой и число ихъ равно п 5). 
Отсюда слфдуетъ, что и совокупность положенй .4’, В’, С’ совпадаетъ 
съ совокупностью „1 В, С, --.. Итакъ: 
Тло М обладаетъ тфмъ свойствомъ, что каждое изъ вра- 
щен1й 5 совмфщаетъ его съ самимъ собой. 


5. Каждое вращене группы 5, за исключенемъ нулевого вращенЯ, 
иметь опредфленную ось; но нёкоторыя вращеня могутъ имфть общую 
ось. При каждомъ вращени группы 5 система этихъ осей переходить въ, 
себя самое 6). На разсмотрЬни этихъ осей основано опредЪлен{е всЪхъ 
возможныхъ конечныхъ группъ вращшен1я. 


Ось (4 называется осью перваго рода, если въ группЪ 5 
имБется вращен!е ‹, которое ее обрашаетъ (голоэдрическя 


“) Т. е. тБло К представимъ себЪ, какъ выше въ п. 6. $ 94-го, одновременно 
во всфхь этихь положеняхъ; это даетъь рядъ тфлъ, которая мы мысленно соединя- 
емъ въ одну неизмфняемую систему. 

”) Это видно также и непосредственно изъ сопоставленя равенствъ (2’) съ 
равенствами (2), ибо .4’, В’С',... суть т же положеня -1, В, С,.. ‚ но только, 
быть можетъ, въ иномъ порядкф. 

*) Пусть а будетъ ось вращеня а, ай н5Бкоторое вращене нашей группы: 
черезь а будемъ обозначать ту прямую 2, въ которую переходитъ ось а при вра- 


щени А: тогда ча =а, ай = 6. ВмЪсть съ тьмь 571 —а, БА Та -аа- а; поэтому 


дал = ар; т. е вращеше А совмьщаеть ось а вращеня а съ осью в вра- 
щеня 71 ай, сопряженнаго съ & относительно вращен!я 7. Система осей вращенй 
«, В, 7... нашей группы переходитъ въ систему осей вращенй дай А 1ВА 


#14... а это тЬ же вращеня, только въ другомъ порядкЪ. 
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оси) 7). Она называется осью второго рода, если въ группф 5 
ифть вращен1я, которое ее обращаетъ (гемэдрическя оси). 


Каждой оси присваивается опредфленная кратность; именно, оси @ 
присваивается кратность », если въ группф 5 имфется у вращенй, считая 
въ томь числЪ и нулевое вращене, которыя оставляютъ эту ось неиз- 
мфнной. Эти вращеня 

Е а о я (3) 


можно представить въ видЪф степеней одного изъ нихъ, именно того, 
которому соотвфтствуеть наименышй положительный уголъ поворота 8). 

Если 4 есть ось перваго рода и ©’, @ суть два вращеня, которыя 
обращаютъ ось, то я’ и @`16" суть вращеня, которыя оставляютъ 
ось а безъ измфненя; поэтому @’@-1 = а”, ©’ = а”; вмЪстЪ съ т6мь 
вращене 0) 0)’ = @-'а^@ оставляеть ось 4 безъ измфненя; отсюда 
слфдуеть: 

И. Совокупность вращен! группы 5, обращающихъ ось 

перваго рода, всегда содержится въ системЪ вида: 


Ош =, а®, 90, -., “1; (4) 
вм ст сътЪмъ система 0) 16) совпадаетъ съ системой (). 


Если два различныхъь вращеня и 9, приводять ось @ въ одно и 
то же положеше (1, то вращенНе #4! оставляеть эту ось безъ изм$- 
неня; поэтому 44, -' = ал и 9 = а^%,. Сообразно этому совокупность 
вращенй, преобразовывающихъ ось 4 въ 4., можеть быть представлена 
въ формЪ 

(0, =, а. 90, --., а: 
если при этомь а есть ось перваго рода, то вращеше 9), даетъ оси 4 
направлене, противоположное оси (1,; послфдняя также будеть поэтому 
осью перваго рода. ВмфстЪ съ тЪмъ мы получаемъ предложен: 


Ш. Число вращен!й группы 5, преобразовывающихъ ось 4 
въ а, или (если а есть ось перваго рода) въ ось, противо- 
положную оси а., равно 2» для осей перваго рода и м 
для осей второго рода. 


7) Т. е. замфняеть той же прямой въ прогивоположномъ направлен!-- 

*) Ести вращене а оставляетъь ось а неизмЪнной, т. е. если аа — а, то оно 
имЪеть а своею осью; нначе: а есть ось „ой кратности, если въ групп! есть № 
различныхъ вращенй, имфющихъ прямую @« своею осью. Если ©, уголъзповорота 
вращен!я < есть наименьший изъ угловъ поворота этихъ вращенй, то углы поворота 
остальныхъ вращен! необходимо должны быть кратны ©: если бы, напримЪръ, 
вращеню В соотвЪтствоваль уголъ поворота ©” не кратный 6, такъ что О содер- 
жится въ ©’ разъ съ остаткомъ ©” 0, то въ группЪ было бы вращеше Ва” съ 
угломъ поворота 9”, меньшимъ ©; это противно условю Изъ сказаннаго слфдуетъ, 
что всЪ вращеня, имфюция прямую а своего осью, будутъ степенями вращеня «. 
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Вращене 9,-! приводить ось Я, въ положене 4, @“ есть врашене 
вокругь оси а, а врашеше ., приводитъ ось 4 въ положене 4.; поэтому 
1), 147, есть вращене вокругъ оси а, и въ этой формЪ содержатся 
всф вращеня вокругъ оси 4,; вь самомъ дфлЪ, если @ есть вращеше 
вокругъ оси 4, то 9,4, 0, ' есть вращене вокругь оси а, а потому 
можеть быть выражено черезъ 4%; поэтому @, = 9; 1а79. . 

ГУ. Въ виду этого а, есть ось той же кратности р, что и Ч, 

и число содержащихся въ 5 вращен!Й вокругъ осн 1 
(не считая нулевого вращеня) есть » 1. 


Положимь теперь, что совокупность вращенй групны 5 приводить 
ось 1 вь и различныхь положенй 
ака, <, бах (5) 


ВсБ эти оси имфютъь одну и ту же кратность » и представляютъ собой 
либо всЪ оси перваго порядка, либо всф оси второго порядка. 
Совокупность осей (5) мы будемь называть системой сопряжен- 
ныхъ осей, а число и — порядкомъ этой системы. 
Такъ какъ каждое враще:не. группы 5 преобразуетъь ось @ въ одну 
изъ осей системы (5), а н есть число вращенйй группы 5, то, 


= ит, или = р, 


смотря по тому, будетъ ли 4 осью перваго или второго рода; а такъ какъ 
У, по меньшей мЪрЪ, равно двумъ, то: 


\. Если система, содержащая и сопряженныхъ осей ь-той 
кратности. есть система перваго рода, то 


и"-дн ити; 
если же это есть система второго рода, то 
ит —= и че ти; 


Такь какь здфсь не приходится считать нулевого вращешя, го изь 
теоремъ 1 и \У вытекаеть слфдующее. 


У\У1. Число содержащихся въ групп 5 вращен!й вокругъ 
одной изъ системы и сопряженныхъ осей у-той крат- 
ности равно м (» - 1), т. е. 


=3Н вь системЪ перваго рода, 


=я-н з Е второго рода. 


6. Съ помощью этихъ предложен! теперь не трудно установить 
всф возможныя группы вращенй. Число вращен!й, содержащихся вт, 
групп 5, ие включая нулевого вращения, равно н 1. Если, слфлова- 
тельно, имфется одна система сопряженныхъ осей, то, по теоремё УТ, 


285 $ 95 


= или п =; 
но первое допущене невозможно, такъ какъ оно приводило бы кь отри- 
цательному или нулевому значенНю для и, второе же допущене даетъ 


1 
и =1, а г остается произвольнымъ. Мы получаемъ, такимъ образомъ, 
первый случай: 


1. Пирамидальное вращен]е. 


Здфсь существуеть только одна ось второго рода, вмБстф съ тфмь 
р =, а значеве н ничБмъ не ограничено. 


7. Положимъ теперь, что имфются двЪ системы сопряженныхъ осей; 
это приводить прежде всего къ тремъ возможнымъ комбинащямъ: либо 
обф системы состоять изъ осей перваго рода, либо обЪ состоять изъ 
осей второго рода, либо, наконецъ, одна состоитъ изъ осей перваго рода, 
другая изъ осей второго рода. Если „ означаетъ кратность осей, а и 
порядокъ соотвфтственной системы, то эти три случая характеризуются 
слБдующимъ образомъ: 


р Тб, - П= фм №, 


2) п 1 = д (р, — И —- Еф, 
ЗН 
3) и Тм Оф, = И - 
Однако. первый случай невозможенъ, ибо тогда было бы 1 + м,’= 1; 


между тфмъ какъ каждое изъ чиселъ и: и 14.’, по меньшей мфрЪ, равно 1, 
во второмъ случа мы получили бы 


И НЫ 
но и это невозможно, такь какъ, согласно теоремЪ \, ни одно изъ чи- 


и. и и» не превышаеть н/2. Остается только трей случай, который 
приводитъ къ равенству 


й 
ГИ + вх. о Те 


въ этомъ случаЪ ,, не превышаеть 3; въ самомъ дЪлЛЪ, если бы было 
„,=4, то, согласно теоремЪф \, было бы и, ` н/4; но тогда мы получили 
бы изъ соотношенЯя 3) 


п ме 
т о Е Г 


что не можетъ имфть м$ста въ виду теоремы \. 
Если э, =2, и, = 11, то должно быть 1, =1. м =1и. Этоть 
случай, какъ мы увидимъ, возможенъ -и даетъ группу: 


П. Двупирамидальное или д1эдрическое вращен{е (съ нечет- 
нымъ основашемъ). 
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Но если ь, = 3, такь что и. = И/З, то мы получаемъ: 


И 
о, 


й 
ш = 5 + #=6 1) ›, 
Такъ какъ (и, — 1)/, есть правильная дробь, то », должно быть 
меньше 3, а потому т, должно быть равно 2; слБдовательно. 
= 2 = 0 0—1 
Ш. Тетраэдрическое врашен{е. 


8. Если имфются три системы сопряженныхъ осей, то всБ онЬ 
должны быть перваго рода; въ самомъ дфлЪ, если бы изъ пихъ одна, 
дв или три были второго рода, то мы имфли бы, какъ въ п. 5: 


ии" = и ТЕ» 


зн _5н 
и 
Зи 
=и+1= В] ‚ 


что невозможно. 
Итакъ, положимъ, что мы имфемъ три системы осей перваго рола. 


Тогда 
н— 1 = во — Пш — И — 1, 
а, слБдовательно, 


пи +ь (6) 


Отсюда слфлуетъ, что изъ трехъ чиселъ т, *", +", по крайней мЪръ, 
одно должно быть равно 2; въ самомъ дЪлЪ, если бы всЪ эти три числа 
были больше 2, то числа и, м, и" не превышали бы числа п/6, а ихь 
сумма не превышала бы 1п; между тфмъ, согласно соотношеню (5), она 


должна быть равна 1 1. Итакъ, пусть м" = 2, и” = т/4; тогда 
9, 
ими (7) 


Сообразно этому хит’, въ свою очередь, должны быть меньше 4, 
а и’ должно быть больше и/8, ибо иначе было бы и | и’=н 4; такимъ 
образомъ, мы получаемъ два случая: 


Во-первыхъ: А о И, 2 


1\. Двупирамидальное или д!эдрическое вращен{е (съ осно- 
ванемъ четнаго порядка) 


Е и, ши И ПР. ИЛ, 


гдЪ ПН есть произвольное число, кратное 4. 
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Во-вторыхъ: ПИ == РЕ: 


п бя 
Е ет. 


злЪсь, слфдовательно, + < 6, а такъ какъ случай ф — 2 уже исчерпань 
системой 1\, то остаются случаи » = 3, 4, 5. 
Однако, случай ›-= 3 не можетъ имфть мЪста, такъ какъ тогда 
было бы: 
й = 12, у=3, и=3, "=2 
и=9, № =2, м=3. 


Если поэтому а и а. суть тБ дв сопряженныя оси, которыя со0т- 
вЪтствують случаю и =3, и 2, то въ систем6 5 должно было бы 
существовать вращене #9, а при повторени этого вращеня ось 4, 
должна принять противоположное направлене а. ээтому 4* должно быть 
вращеНемъ, по меньшей мЪрЪ, 4-ой кратности. Но въ системЪ 5 вращеше 
4-ой или болфе высокой кратности не можетъ имфть мфста. 

При + = 4 имБемъ: 

н= 24, ьи=4 и"=3, "=, 
ни о 

\. Октаэдрическое или кубическое вращеше. 
Наконецъ, при и = 5: 

п = 60, и=б5, "=3, т"=2, 
в=б, м =10, м" = 16: 

М. Икосаэдрическое или додекаэприческое вращен!е. 

9. Боле трехъ системъ сопряженныхъ осей вообще быть 
не можетъ. Въ самомъ дЪлЗ: 


я ал 
для системъ перваго рода: {(» 1) = и =_—, 


я д второго рода: и(- Ю=п-и =о’ 


сл№довательно, во всякомъ случаб и(» - 1) = з/4. Если бы поэтому въ 
правой части равенства 


п 1=но - О-и@ фи - -... 
было боле трехъ слагаемыхъ, то мы пришли бы къ противорЪчивому 
соотношенвю я — 1=1. 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что число различныхъ типовъ, кото- 
рые могутъ встрфтиться, необходимо ограничено. Въ томъ же, что всЪ 
эти случаи дЪйствительно могутъ имфть мфсто, мы убЪЬждаемся слБдующими 
геометрическими соображенями. 
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Уже названя, которыми мы обозначили различныя группы врашенй 
показываютъ, какимъ путемъ онф могутъ быть осуществлены. Такъ, напри- 
мЪръ, группу пирамидальныхъ вращенй (Г) мы получаемъ, если построимъ 
правильную прямую пирамиду на правильномъ зи-угольникЪ. Тогда имф- 
ется только одна ось, именно, перпендикуляръ, опущенный изъ вершины 
на основаше, —н 7и вращенй, приволящихъ это тфло въ совмыцене съ 
самимъ собой. 

Если мы теперь возьмемъ лвойную пирамиду, т. е. двЪ пнрамиды, 
симметрично расположенныя съ двухъ сторонъ общаго основаня, каковымъ 
служигь правильный т-угольникъ, то къ т вращенямъ вокругъ прямой, 
соединяющей вершины, присоединяются еще друмя вращеня. Если ли 
есть число нечетное, то прямыя, соединяюцця вершины основаня съ 
серединами соотвфтственныхь противоположныхъ сторонъ, представляють 
собой систему сопряженныхъ двойныхъ осей второго рода, и мы прихо- 
димъ къ случаю (П). Если же т есть четное число, то прямыя, соедн- 
няющия противоположныя вершины, и прямыя, соединяющя середины 
противоположныхъ сторонъ, образуютъ двф системы сопряженныхь осей 
перваго рода по т осей въ каждой. Мы прихолимъ, такимъ образомъ, къ 
случаю (1М\). 

Вмфсто двойной пирамиды можно взять также д1эдръ, т. е. пра- 
вильный многоугольникъ, который мы представляемъ себф въ видЪ тфла, 
считая двЪ его стороны за различныя поверхности, 


$ 96. Эйлерова теорема о многогранникахъ. 


1. Подъ многогранникомъ мы будемъ разумЪть тфло, которое со 
всЪхъ сторонъ ограничено плоскими многоугольниками, нигдЪ не пересф- 
кающими другъь друга (Эйлеровы многогранники). Такъ называемые 
звфздные многогранники, грани которыхъ друтъ друга пересБкаюлъ, мы 
исключаемъ изъ разсмотрфня. Относительно Эйлеровыхъ многогранниковъ 
имфеть мфсто знаменитая Эйлерова формула, устанавливающая связь 
между числомъ граней Г, числомъ реберъ А и числомъ вершинъ Ё: 


Ее ВАА). (1) 
Доказательство мы проведемъ на основани слфдующихъ соображенй. 


2. Если мы возьмемъ кусокъ поверхности, развернутой на плоскости, 
который эту плоскость однократно покрываетъ и ограниченъ замкнутой 
непрерывной лишей, то всяк разр%зъ, проходя! отъ одной точки на 
периферм къ другой, раздфляеть его на два отдфльныхъ куска; такой 
кусокъ поверхности называется поэтому односвязнымъ. Это свойство 


*) Бальцеръ преднолагаетъ, что эта формула была уже нзвъства въ древ- 
ности и во всякомъ случаф устанавливаетъ, что ею владфль Декартъ. Она была 
вновь найлена и опубликована Эйлеромъ въ 1752 году. 
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сохранится, если мы снимемъ этотъ кусокъ поверхности съ плоскости и 
будемъ его безъ разрыва и складокъ сгибать. 

Таке куски поверхности, которые такимъ разрфзомъ не раздЪля- 
ются, называются многосвязными. Сюда относятся, напримфръ, кольце- 
образныя поверхности (фиг. 106). Это поверхности двусвязныя, ибо можно 
сдфлать одинъ разрЪзъ, который не раздфляеть поверхности. 

Положимъ, что такого рода поверхность (односвязная или много- 
связная) рядомъ какихъ-либо лиШй разрЪфзана на односвязныя части 
(полости). Положимъ, что число этихъ полостей равно {; точки, изъ 
которыхъ выходять три или болынее число разр$зовъ, называются узло- 
выми точками. Пусть число ихъ будетъ с, при чемъ мы, однако, сюда не 
включаемъ тЪхъ точекъ, которыя лежатъ на самой периферии. 

Отр$%зки, соединяюще таюя двЪ узловыя точки, между которыми нфть 
другихъ узловыхъ точекъ, а также отрЪзки, соединяюние узловую точку 


Фиг. 106. Фиг. 107. 


съ периферической или дв$ периферическя, мы будемъ называть НИТЯМИ, 
пусть число ихъ будетъ #. Если пить соединяеть двф периферическя 
точки, то она вовсе не содержитъ узловъ. На фигурф 107 (не считая 
пунктировъ) | = 8, е=5, # = 12. Если мы присоединимъ новую нить къ 
тмъ, которыя уже существуютъь, то число Г переходитъ въ т 1 (ибо 
поверхности суть односвязныя). Новая нить имфетъ два конца; можетъ 
случиться, что каждый изъ этихъ концовъ лежитъ въ имфющемся уже 
узлЪ; она тогда не увеличиваетъ числа узловъ и не измфняетъ имфющихся 
уже нитей; то же самое имфетъ место и въ томъ случаЪ, когда каждый 
изъ концовъ нити лежить на периферии. Конечная точка новой нити мо- 
жетъ, наконецъ, лежать внутри одной изъ прежнихъ нитей; тогда она 
раздфляеть послЬднюю на дв нити, но зато она увеличиваеть также 
число узловъ на 1. Такимъ образомъ, разность е — # при появлеви та- 
кого рода новой конечной точки остается безъ измфненя. Но въ число 
входить еще и вновь присоединенная нить, а потому новый разрфзъ 


Веберъ, Энциклоцп. элемент. геометр/и. 13 
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оставляетъ безъ измфненйя выражеше е+ р — А. Разлчные случаи, 
которые тутъ могутъ представиться, отмфчены пунктиромъ на фиг. 107. 

Если первоначальную поверхность 5 мы будемъ считать односвяз- 
ной, то до производства какихъ бы то ни было разрЪзовъ е = 0, = 1, 
Е =0; слЬдовательно, вообще 

её —#=1*), (2) 

3. Отсюда вытекаеть Эйлерова теорема о многогранникЪ сл$ду- 
ющимъ образомъ. Изъ многогранной поверхности, содержащей Ё граней- 
Е вершинъ и К сторонъ, вырфжемъ одну изъ его граней, представля, 
ющую собой, скажемъ, т-угольникъ. Въ такомъ случаЪ остается поверх- 
ность 5, ограниченная периферей т-угольника и разр$заемая остальными 


ребрами многогранника на односвязныя части (многоугольники). Въ 
этомъ разложени 


е=Е—т =КЬ—т, Д=Е-Ь 


а потому изъ соотношеня (2) вытекаеть формула (1). 


$ 97. Правильные многогранники. 


1. Сь помощью Эйлеровой формулы мы можемъ, прежде всего, от- 
вЪтить на вопросъ, существуютъ ли многогранники, въ которыхъ всЪ 
грани имфютъ одинаковое число вершинь и изъ всфхъ вершинъ выходитъ 
одинаковое число реберъ. 

Итакъ, положимъ, что вс грани нфкотораго многогранника пред- 
ставляютъ собой р-угольники, и что въ каждой вершин$ сходится (у реберъ. 

Такъ какъ на каждомъ ребрЪ находятся двЪ грани и каждая грань 
содержить р реберъ, то 


А =, (1) 
и точно такъ же 
де (2) 
а потому, согласно формулЪ Эйлера ($ 96, (1)), 
Ио 2 
— 1 ==: 9. 3 
К (* + Й ) 5 ( ) 
отсюда, прежде всего, слфдуетъ, что 
Я 2 
к (4) 
П-. 


а такъ какъ каждое изъ чисель ри 4 должно быть, по менышей мЪрь, 
равно 3, то 


РЕ а. < 6 
р 43 р 


*) Вообще # -с -Г--2 выражаетъ порядокъ связности поверхности 5. 
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и точно такь же 04 < 6. Такимъ образомъ, для ри 4 остаются еще 
значеня 3, 4 и 5, и изъ соотношенй (1) —- (4) мы получаемъ слБдую- 
ще возможные случаи: 


т О ИЩИ Оле 

3 |3 6 4 4 |  Тетраздрь 
3 | 4 12 6 8 Октаэдръ 

3 р 5 30 12 20 Икосаэдръ 
4 | 3 12 8 6 Гексаэдръ 
5 | 3 30 20 12 Додекаэдръ 


2. Если мы, сверхъ того, примемъ, что грани всЪхъ этихъ многогранни- 
ковъ суть правильные конгруэнтные многоугольники, то мы получимъ пять 
правильныхъ (такъ называемыхь Платоновыхъ) тБлъ. Вершины этихъ 
многогранниковъ лежать на сферЪ; если мы проведемъ плоскости черезъ 
центръ сферы и черезъ ребра, то мы получимь такъь называемыя пра- 
вильныя сферическ!я сЪтки, изъ которыхъ можно обратно получить 
правильныя тЪла, замфняя правильные сферичесюе многоугольники пло- 
скими многоугольниками съ тми же вершинами *). 


3. Эти тБла дають намъ примфры для остальныхь трехъ группъ 
вращеня и соотв$тствующихь сопряженныхъ осей, къ которымь мы 
пришли въ $ 95-омь. 


Тетраэдръ даеть намъ группу НЕЁ: н = 12; двЪ системы сопря- 
женныхъ осей, именно четыре высоты (оси второго рода, 14 = 4, у = 3) 
и три прямыя, соединяюц я середины противолежащихъ реберъ 
(оси перваго рода, м = 3, эх = 2). 

Кубъ и октаэдръ даютъ группу У (п = 24) съ тремя системами 
сопряженныхь осей перваго рода и = 3, эх =4 (прямыя, соединяюця 
центры противоположныхъ граней куба), и = 6, „= 2 (прямыя, соеди- 
няющия середины противоположныхъ реберъ куба), и = 4, и =3 (таго- 
нали куба). Октаэдръ даеть ту же группу вращенй. 


Икосаэдръ и додекаэдръ даютъ группу УТ (н — 60); системы 
сопряженныхь осей для икосаэдра суть: № = 15, » — 3 (прямыя, соеди - 
няющя середины противолежащихь реберь), м -= 6, »-:5 (главныя 


*) Богатый матералъ по этому вопросу можно найти въ сочинешяхъ: Ед- 
шиоа Незз, „ЕйНейипе и: @е Гебте уоп 4ег КирсНейипр“, Гараев, Тенбпег, 
1883, и Мах Вгёскпег, „Уеске ип УеШасНе“, Гери, 1900; въ послЬднемъ 
сочинении много изящныхъ рисунковЪ. Дополнеше къ послфднему сочиненйо имЪ- 
ется въ трудахъ Гейдельбергскаго конгресса, стр. 707. 

Кто недостаточно владЪетъ простраиственными представленями, тому трудпо 
будеть обойтись безь моделей. 

13“ 
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дагонали), и = 10, и=3 (прямыя, соединяющёя центры противополож- 
ныхь граней); то же имфетъ мфсто и въ случаЪ додекаэдра. 

Само собой разумЪется, что ТЪ же группы можно осуществить 
безчисленнымъ множествомъ другихъ способовъ. 

Такъ мы получаемъ, напримЪфръ, ромбоэдрическ!Й додекаэдръ 
(гранатоэдръ въ минералойи), срфзывая ребра куба или же ребра октаэдра; 
это тфло иметь поэтому ту же группу вращенй, что и кубъ или окта- 
эдръ. Срфзывая ребра икосаэдра или пятиугольнаго додекаэдра, мы по- 
лучаемь ромбоэдрическ!й тридцатигранникъ, имЪфюцший группу 
икосаэдра. 


ГЛАВА Х1 
Аналитическая геометрия въ проетранетв%. 


$ 98. Координаты. 


1. Подобно тому, какъ въ плоскости положене точки опред$ляется 
двумя координатами, такъ въ пространств для опредфленя положеня 
точки необходимо произвести три измфреня. Чтобы это выяснить, пред- 
ставимъ себЪ, что изъ неподвижной точки, изъ такъ называемой нулевой 
точки, или начала (), выходятъ три прямыя, не лежапйя въ одной пло- 
скости. Эти прямыя опредфляють попарно три плоскости, образующя 
трехгранный уголъ. Если мы представимъ себЪ эти прямыя продолженными 
безпредфльно въ обЪ стороны, то проходяцйя черезъ нихъ плоскости 
дълять пространство на 8 частей (октантовъ). 

Мы обозначимъ наши три прямыя черезь х, у и $, а ихъ продолжен 
черезъ х, —у, — <; три плоскости мы соотвфтственно назовемъ 
плоскостями уд-овъ, {х-овъ и ху-овъ. 

8 октантовъ могуть быть тогда отличены знаками слБдующимь 
образомъ: 

Пи В Е 
2) а 
3) аа Х, - яЕ А, 
4) = х, = —- Х, 
в) м = =& 
6) Я, а —Ф 
7) —^х -х ТФ 
в) = А 


Въ этомъ именно порядкь мы и будемъ называть ихь 1-ымъ, 
2-ымъ, -.., 8-ымъ октантомъ. Первый мы будемъ называть также положи- 
тельнымъ октантомъ. Два октанта, которыхъ знаки всф противоположны, 
соприкасаются только въ одной точкЪ — въ началЪ; таве октанты на- 
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зываются противоположными (или вертикальными). Каждые два не- 
противоположныхь октанта соприкасаются либо по прямой лиНи, либо 
по плоскости. 

Вся система этихь линНЙ и плоскостей называется системой коор- 
динатъ. Ребра называются осями координатъ, а плоскости — коорди- 
натными плоскостями. 

Такъь какъ три элемента допускаютъ 6 перестановокъ, то ребра 
положительнаго октанта можно обозначить литерами х, у, < шестью 
различными способами. Но эти способы обозначеня распадаются на два 
класса, одинъ изъ которыхъ даеть правыя системы, а другой --лфвыя 
($ 84, 3). Впредь мы всегла булемъ прннимать, что оси х, у, $ обра- 
зують правую систему; въ такомъ случаЪ 


А, 9, Х Хх, &» у 
суть правыя суть лЬвыя 
т, <› С во х, \. 
системы, | системы. 
а д. ^ 


Если три оси взаимно перпендикулярны, то система называется 
прямоугольной. Прямоугольная система даеть нанболфе простые ре- 
зультаты, а потому ею и пользуются почти исключительно. 


2. Чтобы опредфлить положевше какой-либо точки Р’относигельно 
данной системы коордннатъ, проведемь черезъ нее плоскости, параллель- 
ныя плоскостямь координатъ. Эти плоскости образуюгь сь координат- 
ными плоскостями параллелопипелъ, ребра котораго по четыре параллельны 
осямъ координатъ. Эти ребра мы будемъ измБрять какой-нибудь едини- 
цей мфры и соотв$тствуюпия числа снабдимъ знаками сообразно октанту, 
въ которомъ точка лежитъ. Эти числа мы и будемь называть коорди- 
натами точки Р. Чтобы убЪдиться, что любыя три значеня д, \, $ 
коорлинатъ опредБляють одну и только одну гочку, наипесемь отрЪфзокь х 
на оси х-овь въ направлении, указанномъ знакомь; черезъ конечную 
точку полученнаго такимь образомъ отрЪфзка проведемъ отрЪфзокъ у, па- 
раллельный оси у-овъ опять-таки въ направлени, указанномь знакомъ. 
Накопецъ, черезь конечную точку этого отрЪзка, лежашую въ плоскости 
ху-овъ, проведемъ отрЪзокъ 4, параллельный оси {-овъ. Конець по- 
слБлняго и представляеть собой точку Р. Если бы мы выполнили то же 
построене въ лругомъ порядкЪ координагъ, то мы пришли бы въ той же 
точкв Р. Во всякомь случаЪ, чтобы прилти къ точкЪ Р, исходя отъ 
пулевой точки, нужно пройти ломанную лин, состоящую изъ трехъ 
послфлдовательныхъ реберъ упомянутаго выше параллелопипеда. 

Если система коорлинатъ прямоугольная, то на координаты можно 
смотрЬть, какъ на перпендикуляры, опущенные изъ точки Р на плоскости 
коорлинатъ. 


- 
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Такъ какъ всякое изм5ненше коорлинатъ мЪняеть также точку Р, 
то три числовыя данныя, опредфляюция положенше точки, называются не- 
зависимыми другъ оть друга. 

Такъ какь необходимы три таюя независимыя данныя, то говорятъ: 
совокупность точекъ пространства образуетъ трехкратно про- 
тяженное многообраз!е; или иначе: пространство содержитъ 
союз точекъ. 

Это есть точное выражен!е факта, что пространство имфетъ три 
изм Ъреин!я. 


3. Указанный выше способъ опредфленя положеня точки въ про- 
странствЪ называется Декартовымъ. Однако, положене точки въ про- 
странствЪ можно опредфлить также безконечнымъ множествомъ другихъ 
способовь, изъ которыхъ, однако, мы здфсь остановимся только на по- 
лярныхъ координатахъ, въ виду того, что послЪднйя очень часто примф- 
няются. 

Мы выбираемъ прежде всего неподвижную точку, которую мы назо- 
вемь полюсомъ или нулевой точкой системы координатъ. Чтобы 
опредЪлить положене точки, мы прежде всего измфряемъь ея разстояне 
огъь полюса. Это разстояне выражается числомъ, которое можетъ имфть 
любое положительное значене; отрицательныя значенйя для этого измфрен!я 
никакого смысла не имфють. Значене 0 отвфчаетъ только самому полюсу. 
Мы обозначимь полюсъ черезъ (), перемфнную точку черезъ ВР, а раз- 
стояне ОР черезъ 7. Это разстояе есть первая изъ трехь полярныхъ 
координать. ВсЪ точки, для которыхъ г имфеть одно и то же значеше, 
образуютъ сферическую поверхность ращуса 7, центромъ которой слу- 
жить полюсъ. 

Чтобы тенерь различать точки на одной изъ такихъ сферъ, мы 
прежде всего введемъ нЪкоторую постоянную прямую, проходящую черезъ 
полюсъ, которую мы назовемь полярной осью; на ней мы выберемъ 
опрелфленное направлене за положительное и въ качествЪ второй 
координаты будемъ измЪфрять уголъ, который лучъ, идушй къ точкЪ Р, 
образуеть сь поляриою осью. Этоть уголъ, который мы обозначимъь 
нерезъ &, мы возьмемь между 0° и 1809. ВсЪ точки, которымь соотвЪт- 
ствуеть одно и то же значеше @, лежать на конической поверхности, 
но заполняютъь только одну полу этой поверхности; другой же полЪ 
соотвфтствуеть значене, дополняющее © до 180°. Значеня 47 = 0° и 
®} = 180° соотвфтствуютъ положительному и отрицательному направленйямъ 
полярной оси. Углу 3 = 90° отвфчаетъь плоскость, которую мы будемъ 
называть экватортальной плоскость! 

Эти коничесюя поверхности пересБкаются съ упомянутыми выше 
сферами по окружностямъ, которыя называются параллелями на 
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сферЪ (напримфръ, на поверхности земли или на сводЪ небесномъ). 
Полярная ось пересфкаеть сферу въ лвухь точкахь въ сфверномъ и 
южномъ полюсф. Экваторальная плоскость пересфкаеть сферу по эква- 
тору. Уголь +\ называется полярнымъ разстоянйемъ. Дополнитель- 
ный уголъ при измфрешяхь на земной поверхности называютъ геогра- 
фической широтой. 

Чтобы, наконецъ, опредЪлить положене точки Р на ея параллели, 
выберемъ произвольно нфкоторую опредфленную полуплоскость, прохо- 
лящую черезъ полярную ось, которую мы назовемь начальнымъ ме- 
- рид1аномъ или нулевымъ мерид!аномъ. Далфе, черезь точку Ри 
полярную ось мы также проведемъ полуплоскость и за третью полярную 
коорлинату примемъ уголь ф между этими двумя полуплоскостями, от- 
считывая его въ опредфленномъ направлеши (напримфръ, къ востоку) отъ 
0° до 360°. Можно также отсчитывать оть 0° до 180°, считая уголъ 9 
положительнымъ въ одномъ на- 
правлеши, а въ другомъ отрица- 
тельнымъ (восточная и западная 
долгота). Вс точки, соотвЪт- 
ствуюцИя тому же углу 9, ле- 
жать въ одной мерид!ональ- 
ной плоскости, вЪрнЪе, вь 
одной полуплоскости, прохо- 
дящей черезъ полярную ось. Эти 
плоскости пересфкаютъ сферу 
по окружностямъ большихъ кру- 
говъ, проходящимъ черезь по- 
люсы; въ географ/и онЪ назы- 
ваются мерид!анами. 


4. Чтобы выразить прямо- 
угольныя координаты точки Р 
черезъ полярныя, выберемъ по- 
лярную ось за ось д-овъ, экваторъ за плоскость ху-овъ, начальный 
мерищанъ за плоскость хз-овъ и, наконецъ, положительное направлене 
_у-овъ возьмемьъ къ востоку (фиг. 108). Если мы изъ точки Р опустимъ 
перпендикуляръ на экватор!альную плоскость, основашемъ котораго слу- 
жить точка (), то ОСОР есть прямоугольный -треугольникъ, гипотенуза 
котораго равна т, а катеты ди 0. Тогла 2 = гс0$59-, о = гзш 9, ах иу 


Фиг. 108. 


представляютъ собой въ то же время координаты точки Р вь плоскости 
ху-овъ. Отсюда слфдуетъ: 

Хх = гзшй со$у, 

у = гзшо тд, 


< = 7с0$9, 
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$ 99. Направленвя въ пространствЪ. 


1. Пусть двЪ точки Ри Ру задавы прямоугольными координатами 
Х, №, 5; Хо» №, до: Разстояше РР, мы обозначимъ черезъ г и направлене 
этого отрфзка будемъ считать положительнымъ оть [у кь Р. 

Если мы черезь обЪ эти точки провелемъь плоскости, параллельныя 
плоскостямъ координать, то мы получимъ прямоугольный параллелопи- 
пелъ, ребра котораго представляютъ собой проекщи отрЪфзка г на оси 
координать. Эти проекщи по величин$ и по знаку выражаются разно- 
стями Х — №, У У, Х- 2о- ПримФняя тогда дважды теорему Пиеагора, 
мы получаемъ: 


а а. а) 


Если черезъ а, В, у обозначимъ углы, которые прямая Р.Р обра- 
зуеть сь положительными направлен!ями осей координатъ, то 


 — 5 = 2 С05а, 
у — % = гс05й, (2) 
до = 7с087; 
въ виду соотношешй (1) отсюда слЗдуетъ, что 
с0$ а? -- с0$2 -- с0$7* = 1. (3) 
Эта формула остается, очевидно, въ силЪ, если а, В, } суть углы, 
которые произвольная прямая х образуетъ съ осями коорлинатъ. 
2. Величины 
д = с05а, В = с0$й, с= с0$7, 
связанныя соотношевемъ 
аи 1 © 
называются направляющими косинусами прямой 2. 


Любыя три величины а, В, с, связанныя соотношен1емъ (4), 
въ качествЪ направляющихъ косинусовъ всегда опред$ляютъ 
одно направлен:е; это направлен!е можно представить прямой, 
выходящей изъ начала. 


Въ самомъ дЪлЪ, если примемъ эти величины а, В, с за координаты 
точки Р, то послфдняя, согласно соотношеншю (1), имфеть отъ начала 
координатъ разстояне, равное 1, и прямая ОР, въ виду соотношений (2), 
иметь направляюще косинусы а, В, с. 


3. Положимъ теперь, что намъ даны два направлешя: 


И 
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изъ начала координать мы проведемъ два луча [, [,. Пусть (1, [,) будеть 
уголъ, который образуютъ эти два направлен/я. 

Если на лучахъ [,[, оть точки () отложимь соотвфтственно раз- 
стоя я 7,,Т.,, то мы получимь двф точки 1, 2, координаты которыхъ, 
согласно соотношению (2), равны: 71а. губу» 71С,; Г›@, оБ,, гос». ВмЪсть 
съ тЬмъ, если обозначимъ черезъ (1, 2) разстояве нашихъ двухь точекъ, 
то по формул (1) 


(1, 2) — (ла, — та) (и — гь 6, Е с, 6 
НИ и РВ нОь 
Съ другой стороны, согласно теоремЪ косинусовъ (8 28, 4), 
(1, 2) = ть? — Эн, со&, Ь). 
Сравнене же обЪфихъ формулъ даеть результатъ: 
соз(й, 1,) = аа, Е ЫЬ, + сис». (5) 
Условше, чтобы оба направленя были взаимно перпендикулярны, 
выражается поэтому равенствомь: 
аа ЕВ, + с,с, = 0. \6) 


4. Мы разсмотримъ еще площаль А треугольника (0, 1, 2). Если мы 
спроектируемъ треугольникъ .1 на плоскости координатъ, то мы получимъ 
три проекщи 4,, 4,, 4,, которыя, согласно п. 6 5 57-го, имфють значеня: 


Пете ро Ро (В бо == СВ, 
2 =, (С1а, —@1 6%} (7) 
34, = 1.7 (а, 6, — В, а>). 


Каждая изъ этихъ проекшй имфеть положительное или отрицатель- 
ное значене, смотря по тому, соотвфтствуетъ ли въ этой проекщши на- 
правленше (0, 1, 2) положительному или отрицательному обходу перифери. 

Проведемь нормаль 1 кь плоскости (0, 1, 2) и направимь ее такимъ 
образомъ, чтобы лучи 1, 2, н составляли правую систему, предполагая, 
что таковую образують и коорлинатныя оси. Въ такомъ случа мы 
будемъ имфть по величинф и по знаку: 


А. = Асоз(п, д), 
4, = А соз(и, 3), (8) 
4, — 4с05(и, 4). 


Чтобы въ этомъ убЪфлиться, лостаточно привести систему 1, 2, И въ 
совпадеше съ системой худ, или съ узх, или съ ху; отсюда вытекаетъ 
соотношене 


АД А д, (9) 
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въ которомъ легко узнать обобщее теоремы Пиеагора. Зам Фчательно, 
что величины, о которыхъ идетъ рЪчь, именно квадраты площадей въ 
трехмфрномъ пространствЪ, уже не поддаются наглядному истолкованю; 
поэтому прямое геометрическое доказательство, по аналоШи съ доказа- 
тельствомъ теоремы Пивагора, здфсь невозможно. Но, какъ извЪфстно изъ 
тр игонометр\и, ($ 31, (6)): 


Е 


возволя это въ квадрать и пользуясь соотношенями (7) и (9), по- 
лучаемъ: 


зн? ([, у = с: — св, са, — а, + (а. — Ва. *. (10) 


Такъ какъ уголь (1, [,) содержится между О ил, то эй (1, р) 
имфеть положительное значен!е; эту формулу можно получить также 
путемъ вычисленя изъ соотношений (5). 

5. Теперь мы можемъ также рьшить задачу объ опредфлени напра- 
вленя и, перпендикулярнаго къ двумъ направлен!ямъ [1 и К. Въ 
самомъ дЪлЪ, пусть а, В, 7 будуть паправляюще косинусы прямой и; 
въ такомъ случаЪ они, согласно соотношенямьъ (6) и (4), удовлетворяютъ 
тремъ условямъ: 

аа, + В, ус, = 0, 
ва, | ВЬ, ус, — 0, (11} 
92 8 +)? 1. 


Изъ первыхъ двухъ уравненй мы находимъ отношеня а:рВ:у 
(г. 1541: 
(0 бе си бь) : (С — а) (16, = ва»); 


если же мы изъ соотношеня (10) онредфлимъ коэффищенть пропорщо- 
нальности, го послЬднее изъ уравневй (11), въ виду соотношеня (10), 
дасть: 

И — 0 ал 


ВЗШИ, Ь) = с, а, = ьбь, (12) 


Узи, [,) = а, 65 — ва.. 


Знакъь въ этихь формулахъ измфнится, если мы замЪфстимъ другъ 
другомъ лучи [ и [, или замфиимъ одно изъ трех% направленйй [,, [., н 
противоположнымъ. 

Чкобы опредфлить знакъ, мы будемь считать зш (|, [,) положи- 
тельнымъ; если мы тогла проведемъ лучи [,, [, п вь совпадеше съ осями 
д, №, Х, ТО послфлняя изъ формуль (12) приводить къ тождеству 1 =1 
итакъ: 
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Формулы (12) вЪрны, если (|, А, и) и (х, у, 4) суть системы 
одного рода, т. е., при нашемъ допущен!и относительно коорди- 
натныхъ осей, если [., [›, и есть правая система. 


6. Формулами, которыя мы здЬсь вывели, можно, между прочимъ, 
воспользоваться, чтобы аналитическимь путемъ получить основныя по- 
ложеня сферической тригонометр!и. Мы хотимь провести это на теоремЪ 
косинусовъ, изъ которой, какъ было показано выше, можно вывести 
остальныя формулы. 

Возьмемъ трехгранный уголъ съ двугранными углами а, Ь си 
плоскими углами а, В, }; всЪ эти углы мы будемъ считать меньше л. 
Три ребра мы обозначимь черезъ [\, [,, [, и при томъ такь, чтобы 
(1, Ь, [,) представляло правую систему. Наконецъ, проведемъ перпен- 
дикуляры п., нп, из къ гранямъ въ такомъ направлен!и, чтобы (Ё, [, п), 
(6, 11, п»), (4, Ь, из) были правыя системы; тогда и (н., и,, из) есь 
правая система. 

Мы примемъ, что: 


| имъетъ направляющие косинусы а, [,, с,, 


й » » ” @., И С5, 
й ” ” ” @з, 85 С; 
И. » 5 ” Чи» Ви, 71, 
№. я ь 4», В», 7», 
ИЕ „ ” ” (з, Вз › 73» 


Въ такомъ случаф формулы (12) дадуть: 
аз зтр = Вс: — сз, Чззше = бы сь — СВ, 
В, тр = сза, — азс» Рьэшс = с1а, — а, бь, 
7» этр = аз, — Буа» узэшс = а, В, — В. 
Перемножая эти формулы попарно и складывая, мы получимъ: 
созазштрэтс = Х(рьс, — с3б,) (Вс, — с1Ьь). 


Въ правой части этого равенства знакъ суммы распространяется на три 
члена, которые получаются изъ перваго круговой перестановкой буквь 
а, В, с. Если вычислимъ эту сумму, то получимъ: 


(11 45 НЫ ЬЬ + с1 6») (аа, + В - сис) 
(прах Е В.Б + с»сз) (а4? - 6,2 + с,?), 
а потому, согласно соотношению (4) и (5), 
со5зазшр тс = с0$р с0$с — с0за; 


это и есть теорема косинусовь на сферЪ ($ 41). 


301 $ 100 


$ 100. Уравненте плоскости. 


1. Плоскость вполнЪ опредфлена, если дана длина д перпендику- 
ляра, опущеннаго на нее изъ начала координатъ, и углы @, В, у, которые 
этотъ перпендикуляръ образуетъ съ осями. Эти углы должны быть свя- 
заны соотношенемъ (4) $ 99-го- 

Положимъ теперь, что, кромф этой плоскости с, дана точка Р съ 
координатами х, у, д; найдемъ нормальное разстояше { этой точки отъ 
плоскости. Отрфзокь ОР, длину котораго мы обозначимъ черезъ Г, 
имфеть направляюние косинусы Х/г, /г, сг (6 99, (2)). ВелЪлстше этого, 
согласно $ 99, (5): 


т с0$(9, г) = хсоза у созВ - < с0$7. (1) 


Если мы будемь считать разстояе (4 положительнымъ въ томъ 
случаф, когда точка Р расположена относительно плоскости не со сто- 
роны точки (), а съ противоположной, то 4 -- д = гсоз (0, г); поэтому 


4 = хсоза - усозВ -- {087 — 0. (2) 


Но если плоскость с проходить черезъ самое начало коорлинатъ, 
то мы произвольно примемъ одну изъ двухъ сторонъ плоскости с за 
положительную и будемъ считать с0з а, созВ, созу за паправляюцие 
косинусы нормали, направленной въ положительную сторону плоскости. 
Въ такомъ случаЪ [4 имЪетъ положительное значеше, если точка Р ле- 
житъ съ положительной стороны плоскости е. 


2. Если (=-0, то точка Р лежитъ на плоскости е; сообразно этому 


х соза -- усозВ + {с057 —-0 =0 (3) 
есть уравненйе плоскости е, и при томъ въ кермальномъ видЪ. ВмЪстЬ 
съ тмъ, мы получаемъ, какъ для уравнемя прямой въ плоскости, 
теорему: 

Если мы въ уравнен1е плоскости въ нормальномъ ВиДЬ 
подставимъ координаты точки Р, то мы получимъ разстоян!е 
точки Р отъ плоскости. 


3. Умножая уравнеше (3) на постояннаго множителя, отличнаго отъ 
нуля, мы получимъ уравнене плоскости въ общемъ видф 


ах + а= 0, КУ 


> я 
и совершенно такъ же, какъ и вь геометр!и на плоскости, мы докажемъ, 
что каждое уравнеше первой степени относительно х, у, Х выражаеть 
плоскость. Характернымъ для нормальной формы является соотношене 


ие =1. 
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Дру.ой частный видъ уравненя плоскости, къ которому оно всегда 
можетъ быть приведено, если только плоскость не проходить черезъ 
начало координатъ, есть уравнене въ отрЪзкахъ: 


ха о 
УК -1 =. (5) 


Здъсь и, В, с суть отрфзки, которые плоскость опред. 
ляетъ на осяхъ координатъ. 


$ 101. Объемъ тетраэдра. 


Положимъ, что четыре точки въ пространств 0, 1, 2, 8 заданы 
своими координатами. Требуется вычислить объемъ тетраэлра, вершинами 
котораго служатъ эти четыре точки. Ради простоты мы примемъ точку 0 
за начало координатъ и размфтимъ осгальныя точки такъ, чтобы лучи 
01, 02, 03 составляли правую систему. Если мы затфмъ проведемь нор- 
маль # къ плоскости (012), какъ мы это дфлали въ п. 4 5 99-го, то 
точка 3 окажется съ положительвой стороны этой плоскости. Если обоз- 
начимъ, какъ и тамъ, черезь Д площаць треугольника (1, 2, 3), а черезъ 
4 перпендикуляръ изъ точки 3 на эту плоскость, то но 5 100, (2): 


4 = хз соз(ил) + уз с08(иу)) + дз с03(и4). (1) 
Согласно же формуламъ (7) и (8) $ 99-го, 


24 с05(нх) = т, Х пт 
2 А соз(иу} = =, (2) 
2Асоз(нх) = И 
съ другой стороны, объемь тетраэдра Г — 34; поэтому соотношены 
(1) и (2) дають: 


ьй к. Хз (у, 2 №41) НЕЕ А» 2 №) + да ль). 


Согласно, $ 40 т. 1-го, это выражене можно нанисать въ формь опре- 
дБлителя: 
м, №, да 


= ль, 1, 2 (4) 


Знакъ въ этомъ выражени также правиленъ въ предположен!м, 
что лучи (01), (02), (03) образують правую систему (какъ и оси коор- 
динать); въ противномъ случаБ знакъ долженъ быть противоположный. 


Е ь Чбы 
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2. Если вмЪсто координатъь мы введемъ направляюне косинусы, 
т. е. ПОложимЪ 


а также 
О ы 
В= |4, №, © |, 
аз, бз, Сз 


то, пользуясь теоремой объ умноженйи опредФлителей, въ виду соотно- 
шенй (4) и (5) $ 99-го, найдемъ: 
1 с0$(12), с0$(13) 


1 1605 (21), 1 с0$(23) (5) 
с0$(31), с05(32), 1 
= 1 - с0582(23) — с0$? (31) — соз? (12) - 2с0$(23) соз(31) соз(12) 


би) (6) 
Здьсь №) есть та же самая величина, которую мы въ сферической 


тригонометр!и назвали синусомъ вершины. 


3. Объемъ тетраэдра или, вфрнЪе, квадратъ этого объема можно 
выразить черезъ 6 реберъ тетраэдра; всф относянцяся сюда выраженя 
можно получить, основываясь на простыхъ онойстваяиь опредфлителя. Мы 
обозначимъ ребра такъ: 

бы (01), г, = (02), т. = (03), 
. = (23), о, = (31), = (12). 
Тогда, по теорем косинусовъ плоской геометри и вслЪдсте соотно- 
ненйя (5) $ 99-го, получимъ: 
032 — т, - т? — 2117, с0$(12), 
Е = 42 А „з э\.- 
„нь + у» Е ад = пт, с03(12) = (и ту — 05°); 
аналогичныя формулы пайдемъ для другихъ выражен. 
Если мы теперь возведемъ опредфлитель (4) въ квадратъ и каждую 


горизонталь помножимЪ на 2 то мы получимъ: А 
| РА а, т о 
288 [2 = |1. -- к? — ©, 21,7, виа: № Г) 
ЖЕ 01", 27:2 


Если мы злЪфсь положимь Г = 0, то мы получимь соотношене 
между шестью разстоянями четырехъ точекь въ плоскости в. 2) 
’ 
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Если теперь къ опредфлителю (7) присоединимъ четвертую и пятую 
вертикали 


2" 
ро 
не => 


) 


а также четвертую и пятую горизонтали 


О о оо 


то опрелфлитель не измфнить своего значенйя. Пользуясь же теоремой, 
согласно которой можно вычитать одну горизонталь изъ другой, не 
мфняя значеня опредфлителя, ему можно придать симметричную форму: 
О вы 
1 
2 Ра - 2 
[10° © г 1 
р: 2 2 - 2 
288.1 —= От (8) 
Ра в 1 
1 


Е 


г? 


Въ этой формф ни одна изъ вершинъ не выдфляется по сравненю съ 
другими. 


$ 102. Поверхности 2-го порядка. 


1. Если а, 6, с суть координаты неподвижной точки Ро 
— коорлинаты точки Р, если, далЪфе, г есть данная длина, то уравнеше 


вы (х — а) (у 6 К --т=О (1) 


выражаетъ услове, чтобы точка Р находилась на постоянномъ разстояни / 
отъ точки Р,; это есть, такимъ образомъ, уравнене сферы, имъющей 
центрь въ точкь Ру и рамусъ т. Въ раскрытомъ видЪ уравнене (1) 
гласитъ: 

ети - 2ах — 26у - 2-е о. (2) 


Относительно Хх, 1, { Это есть уравнеше 2-ой степени, а потому 
сфера принадлежитъ къ числу поверхностей 2-го порядка. 

Обратно, каждое уравнеше 2-ой степени, въ которомъ члены 2-го 
порядка фигурируютъ только въ соединени х2 -- у? -- 22, представляетъ 
собой сферу. Эта сфера можетъ быть также мнимой, если въ уравненйи (1) 
7* имфетъ отрицательное значеше. При г-=0 сфера обращается въ точку. 


с .. т 
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2. Если мы въ выражене Ё подставимъ координаты х, у, < н5ко- 

торой точки Р, не принадлежащей сферЪ и отстоящей отъ центра на 
разстоя и 0, то мы получимъ 


= — т = (0—0 (6+); 
это есть степень точки Р относительно сферы Р. Сюда примыкаютъ 


соображешя, подобныя тфмъ, кая были изложены относительно окруж- 
ности въ планиметрии; здфсь мы не будемъ въ это входить. 


3. Каждое уравнене 2-ой степени вида 


А? + у? © + Вх-+ Су+ ПАЕ=0 
выражаетъ сферу, за исключешемъ того случая, когда А = 0. Въ этомъ 
послёднемъ случа сфера вырождается въ плоскость. Если ри’ суть 
два выраженя вида (1), то & — {= 0 есть уравнеше плоскости, кото- 
рая называется радикальной плоскостью обЪихъ сферъ. 


4. Если Л есть неопредЪленный параметръ, то уравнене 
Е -АЁ =0 (3) 


представляеть пучокъ сферъ. Всф сферы этого пучка имфютъ ту же 
радикальную плоскость и проходятъ, если только онф вообще перес$- 
каются въ дфйствительныхъ точкахъ, черезъ одну и ту же окружность; 
эта окружность можетъ выролиться въ точку; тогда сферы пучка соприка- 
саются въ этой точкЪ. Если мы возьмемъ З-ье выраженше й”, которое не 
принадлежитъ пучку (3), и обозначимъ черезъ и второй неопредЪленный 
параметръ, то 
ЕЛЕНЫ =0 (4) 

есть уравнене связки сферь. Три сферы &, Ё, Е" пересфкаются въ двухъ 
точкахъ, которыя могуть быть дфйствительными или мнимыми, а иногла 
могутъ также совпадать. Вс сферы пучка прохолятъ чрезъ однф и тЪ же 
двф точки. Точно такъ же 


ВА ый" и" =0 (5) 


есть уравнеше сфти сферъ. Въ частномъ случаъ сферы Ё, №, /”, Ё" мо- 
гутъ имфть общую точку; въ такомъ случа черезъ эту точку прохо- 
дятъ вс5 сферы сФти. Если, наконецъ, мы возьмемъ пятое выражене {"" 
и параметръ 0, то мы получимъ уравнеше 

а 


ЕРАД Я а -- ой" — 0, 
въ которомъ содержится любая сфера. 


5. Сфера представляетъ собой частный случай поверхностей 2-го по- 
рядка; общее уравнеше 2-ой степени Е(х, у, ©) =0 содержитъ 10 членовъ 


2, у, 42, уд, дм, ху, х, У Ъ (6) 


Веберъ, Энциклоп. элемент. геометрии. 20 


$ 102 306 

умноженныхъ каждый на н$который коэффищентъ. Эти коэффищенты 
можно опредЪфлить изъ линейныхъ уравнен1й такимъ образомъ, чтобы 
поверхность проходила черезъ 9 данныхъ точекъ. И если только эти 
точки не имфютъ особаго расположеня, то коэффищеннты опредфляются 
однозначно. 


6. Если уравненме Ё(х, у, <) =0 содержитъ только члены х?, у?, 47, 
уз, ХХ, ху, то оно называется однороднымъ. Если это уравнене 
удовлетворяется для какой-нибудь точки х, у, <, то равенство сохра- 
нится, если мы замфнимъ х, у, 2 черезъ рх, ру, №5, каково бы ни было 
значенте р. Иными словами, оно остается справелливымъ для всфхь точекь 
прямой, проходящей черезъ начало координатъ и черезъ точку х, у, 5; 
это значитъ, что прямая на всемъ своемъ протяжени лежитъ на по- 
верхности. Это — коническая поверхность. 


7. ЗдЪсь мы вынуждены ограничиться тфмъ, что приведемъ только 
нормальныя формы остальныхъ уравненйй второй степени, къ которымъ 
мы приходимъ, когда даемъ системф координатъ особое положене. 


о 


Эллипсоидъ. 

Поверхность разсЪфкается координатными плоскостями на 8 конгру- 
энтныхь и симметричныхъ частей. Начало есть центръ поверхности, 
т. е. каждая, проходящая черезъ него хорда дфлится въ немъ 
пополамъ. 

Координатныя оси называются главными осями, а координатныя 

лоскости — главными плоскостями поверхности. 

Каждая изъ главныхъ плоскостей пересфкаетъ поверхность по эллипсу; 
главныи полуоси этихъ эллипсовъ суть: р, с; с, а; а, 6. 

ОтрЪзки а, В, с называются полуосями поверхности (2а, 26, 2с 
осями). 


2) 


2 2 


2 
фа 


2 


а 
Однополый гиперболоилъ. 
Поверхность разсфкается плоскостями х = 0, у = 0 по гиперболамъ, а 
плоскостью 1 = 0 по эллипсу. 


2 3 г] 
а т 


3) ь РЕ -Ь 


Двуполый гиперболоилъ. 

Поверхность разсЪкается плоскостями х = 0, у=0 по гиперболамъ, 
плоскость же { = 0 вовсе ея не пересфкаетъ. Эти 3 поверхности пред- 
ставляютъ собой центральныя поверхности второго порядка. 
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Какъ на частные случаи, которые особенно пригодны дия того, 
чтобы составить себф наглядное представленме объ этихъ плоскостяхъ, 
мы укажемъ на поверхности вращен]!я, отвфчающя случаю а=р; 
отличаютъ 2 рода эллипсоидовъ вращеня: одинъ — сжатый эллипсоидь 
врашен!я — получается врашевемъ эллипса вокругъь малой оси, другой — 
удлиненный — получается вращещемъ эллипса вокругь большой оси. 
Два гиперболоила вращеня получаются путемъ вращеня гиперболы 
вокругь каждой изъ двухъ ея осей. Первый есть односвязная поверхность, 
имфющая видъ чаши, а другая состоитъ изъ 9-хъ раздфльныхъ чаше- 
образныхъ частей. 

Чтобы составить себЪ ясное прелставлеше объ этихъ поверхностяхъ, 
очень полезно посмотрфть ихъ модели. 

8. Кром этихъ центральныхь поверхностей есть еще два вида 
поверхностей, не имБющихъ центра; уравненя послфднихъ могутъ быть 
приведены къ сл$дующимъ двумъ видамъ: 


© РА 
4) = =; 
первый или эллиптическ1й параболоидъ; 
х2 2 
5 р еж 
) Г 2? и % 


второй или косой (гиперболическ!й) параболоилъ. 


Первая поверхность череходитъ въ поверхность вращеня, когда 
а=6; она получается вращенемъ параболы вокругъ ея оси и имфетъ 
чашеобразную форму. 

Среди поверхностей второго рода н5тъ поверхностей вращенЯ. 

9. Поверхность 5) есть линейчатая поверхность; это значитъ, что 
она можетъ быть образована движешемъ прямой лини и при томъ двумя 
способами. Въ самомъ дфлф, если мы напишемъ ея уравнен!е въ видЪ 


р 
&=(=+2)(= ›) п“ 
И НОЛОЖИМЪ: 
Е р Ве О Жем 
а Ь #8 с (+), ее) 


гдЪ и есть произвольный параметръ, то уравнене (7) удовлетворится 
тождественно. 

Но каждое изъ уравненй (8), при постоянномъ Й, представляетъ 
плоскость; совмфстно же они выражають прямую пересЪчен!я этихъ 
плоскостей, при чемъ каждая изъ этихъ прямыхъ лежитъ на всемъ своемъ 


протяжении на поверхности. 
20% 
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Вторая система прямыхъ, лежащихъ на поверхности, можетъ быть 
выражена уравненями 


х у 7 х о. 
= <= 2( =*-} 9 
пет ЗВ. а _Ъ © 
Точно такъь же однополый гиперболоидъ 2) можетъ быть образо- - 


ванъ прямыми лишями и также двумя способами; въ самомъ диф, если 
мы Положимъ: 


Е ТВ оса ый | 

р : 2 (1 =}. (2 ==) (1+ = (10) 
У и к я бы, 

2 (. к), (2 <) (. >), _. 


то уравнеШе гиперболоида удовлетворяется при любомъ значеши пара- 
метра 4. 

Если мы въ этихъ уравненяхъ замфстимь перемфнныя х, у другъ 
другомъ, то мы получимъ новое выражен!е той же системы прямыхъ, 


ИЛИ 


но не получимъ новыхъ прямыхъ. ы 


$ 103. Площадь эллипса и объемъ эллипсоида. 


1. Положимъ, что намъ заданъ эллипсъ своимь уравневемъ 


У д? у? 
вы. ие А 1. 1 
д” в и) 
Вокругъь этого эллипса мы опишемъ 
окружность радуса а, уравнеше кото- 
рой имфетъ видъ 


® р 
= нь, (2) 


о 


\ 
К 


ВГУ. 
`` чт 


гдф У есть ордината окружности. По- 

строимъ при абсциссЪ х два прямоуголь- 

ника съ общимъ основашемъь А и съ - 
ВИ высотами у, У; въ такомъ случаЪ, пло- 
щали этихъ прямоугольниковъ относятся, какъ у: Г. 


Но изъ уравненй (1) и (2) слБдуетъ: 
и. 


и, слЁдовательно, отношене этихъ прямоугольниковъ не зависить отъ Хх. 
Если мы поэтому раздфлимь эллипсъ и кругъ на безчисленное мно- 
жество такого рода прямоугольниковъ, то окажется, что площадь эллипса 
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относится къ площади круга, какъ р:а; но площадь этого круга равна 
ла?; слЪдовательно, площадь эллипса равна 

паф. (3) 


2. Теперь уже намъ не трудно при помощи принципа Кавальери 
найти объемъ эллипсоида, уравнеше котораго мы возьмемъ въ формЪ: 


2 у? 2 ? 
г “о 


Если мы разсфчемъ эту поверхность плоскостью, параллельной плоскости 
ух-овъ такъ, что х будеть имфть на этой плоскости постоянное значеше, 
то сБчеше представляетъ собой эллипсъ, уравнеше котораго въ плоской 
системЪ координатъ 5, х имфетъ видъ 


8 
^. = 
п 1. (5) 
7 ва С О 
а? 2? 
Чтобы получить площадь этого эллипса, намъ нужно только въ выра- 
женши (3) замфнить а, В черезъ 


2? 2? 
р +, с Е 
0? @? 


Мы получимъ, слЪдовательно, площадь 


ыы 
пс ( 1 —*) 5 
а? е 


которая представляетъ собой функщю второй степени отъ х, Такъ какъ 
высота тфла, между двумя значенями х = ' а, равна 24 , то, полагая 
въ формулЪ (13) $ 90-го 


Ра 


мы получимъ: 


объемъ эллипсоида = —-— 


При а = ==с это выражене даетъ объемъ шара- 


Алфавитный указатель 


къ И тому. 
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-- сопряжен 1, 43, 71, 187 и сл. 
Алгебраическя соотношешя между 
тригонометр. функшями П, 13 и сл 
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Апа!у$1$ зНиз Ь 37. 
Аналитическая геометрия на плоскости 
П, 149. 
въ пространствЪ П, 293. 
Аналитическая сферика Ц, 232. 
Аналитичесюя сужденя Г, 157. 
Аналои Неперовы И, 72 и сл., 85, 125. 
Ангармоническое отношеше 1, 97, 246. 
Аполлон! 1, 7, 288; И, 178. 
‚ его задача Г, 332. 
—, его теорема П, 219. 
А рпоп 1, 157. 
Арабы 1, 7. 
Ар1абатта (АгуабВаНа) 1, З14. 
Архимедъ 1, 7, 12, 77, 312, 314; И, 257. 
Асимптотическя параллели въ гипер- 
болической геометр!и Ъ 74. 


Асимптотическое направленше ПЦ, 178, 
181, 192 и сл. 

Асимптоты П, 19Ё и сл. 

Аутоликъ [, 308. 

Аффинное преобразоваше 1, 80, 142; 
П, 240. 


Безконечно удаленные образы 1, 149, 
234. 

Бельтрами №, 8. 

Бернулли Гоаннъ [, 8. 

Бессель [, 146. 

Библя 1, 313. 

Бользэ Ё 8, 75, 159. 

ВгаиишаН! У. Н, 5, 85, 111. 

Бр!аншона предложеше |, 216. 

Брокара точки Ш, 33. 

Вгаскпег П, 291. 


Вавилоняне 1, 308. 
Валлисъ 1, 316. 
Веберъ П, 109. 
Вейерштрассъ 1, 9. 
Вертикальные углы И. 249 
Вершина гиперболы П, 179. 
— параболы П, 179. 
— эллипса П, 177. 
Винтовое движене И, 245 
В!ета 1, 315, 321. 
ВоззрЪше въ геометрии 1, 291. 
Вписанный уголъ Г, 275. 
—  четырехугольникъ П, 30, 32. 
Вращене луча И, 7, 150. 
— двупирамидальное (д1эдрическое) 
П, 285, 286. 
—  икосаэдрическое (додекаэдриче- 
ское) П, 287. 


Вращене лЪвостороннее ЦП, 49. 
нулевое П, 279. 

октаэдрическое (кубическ.) П, 287. 
пирамндальное П, 285. 
тетраэдрическое П, 286. 
циклическое П, 280. 

Вращенйя П, 277. 

‚ конечныя группы ихъ П, 281. 
Время абсолютное 1, 147. 
Выпрямлен!е окружности Т, 309, 318 

и сл. 


Галуа группы |, 137. 

Гармоническая пара точекъ 1, 191; ИП, 
166. 

Гармоническое расположеше 1, 191. 

Гауссъ [, 8, 146, 807; П, 33, 77, 111. 

Гаусса-Стюди треугольники П, 86. 

Гексаэдръ П, 291. 

Гельмгольцъ 1, 8. 259. 

Геминусъ 1, 7. 

Гемиэдрическя оси П, 283. 

Геронова формула 1, 324. 

Геометр!я аналитическая 1, 101 и сл. 

(формальная), П, 149 и сл., 293 и сл. 

гиперболическая 1, 8, 72 и сл., 75. 

Евклидова-параболическая 1, 37, 

75 

натуральная [, 24 и сл. 31 и сл. 

неевклидова |, 75. 

положешя 1, 227. 

приближенная [, 35 и сл. 158. 

проективная [, 173. 

пространства, основные образы 

П, 241. 

синтетическая П. 149. 

эллиптическая 1, 72 и сл., 119. 

Геронъ 1, 7, 314. 

Герцъ 1, 156. 

Гессе П, 149. 

Гильбертъ 1, 15, 89, 133, 139, 171, 
263 и сл. 

Гипербола Г, 336; П, 178 и сл. 

равносторонняя П, 207. 

сферическая П, 234. 

—, вершина ея П, 179. 


—, центръ ея П, 179. 
Гиперболическая геометр!я 1, 8, 72 и 
и, 0/5 
— метрика Г, 96 и сл., 252 и сл. 


Гиперболоилъ П, 306. 
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Гипотезы 1, 170. 

Гипсиклесъ 1, 308. 

Главное направлее въ коническомъ 
съчени П, 200. 

Главныя оси эллипса П, 177. 

эллипсоида П, 306. 

Голоэдричесвя оси П, 282. 

Гонюметричесюя формулы П, 17 и сл 

Гонюметрия П, 6 и сл. 

Греки 1, 5. 

Гроссманъ, М Г, 252. 

Группа Абеля (перемЪстительная) И. 
106. 

Группы вращенй П, 281. 

Группы Галуа 1, 137. 

Ли 1, 89, 137. 

подстановокь П, 104. 

Гюбнеръ П, 5, 240 

Гюйгенсъ [, 315, 318. 


Дависъ Г, 161. 

Движеше 1, 15 и сл., 156, 163. 
винтовое П, 245 
Двойственность 1, 199. 
Двугранный уголъ И, 246. 

— трехграннаго угла ИП, 42. 
тЬлеснаго угла П, 250. 
Двупирамидальное вращене П..285, 286. 
Дедекиндово сЪчене 1, 196. 
Дедекиндъ 1, 184, 196, 245. 
Дезарга теорема Г, 69, 124, 134, 184; 

П, 161. 
Декартовы координаты П, 150, 293. 
Декартъ 1, 292; П, 149. 
Денъ 1, 77; П, 256. 
Директрисса (направляющая лин!я) [, 
381. 
параболы П, 183. 
Дискриминанть уравневя коническихъ 
съченй П, 192, 200. 
коническаго сЪченя П, 203. 
Даметральная окружность 1, 64. 
ДЛаметръ эллипса П, 178. 
Дьдрическое вращене ИП, 285, 286. 
Дьдръ П, 288. 
Длина отрЪзка Г, 100, 108. 
Добринеръ 1, 293. 
Додекаэдрическое вращене П, 287. 
Додекаэдръ П, 291. 
Дополнене ИП, 10. 
Дополнительные углы П, 250. 


=... 


Дълене окружности 1, 303 и сл. 
—- угла П, 20 и сл. 
— — на градусы Ё, 808. 
Дълитель группы П, 106. 


Евклидъ (см. также Геометрия) Т, 6, 
273. 
—, издавшя его 1, 7. 
—, опредфленя у него Ё 6, 13, 24. 
Египтяне |, 5. 
Епг1аце$ 1, 196 


Задачи Аполлон1я 1, 332. 

— о нормали эллипса И, 229 и сл. 
Золотое сфчеше 1, 306. 
Зоммерфельлъ Г, 165. 


Идеальная точка въ гиперболической 

геометрии Г, 72. 

Идеальный центръ гиперболической 

окружности 1, 87. 

Издашя Евклида 1, 7. 
Измфнеше ангармоническаго отноше- 

ня |, 97, 246. 

Измъреше объема И, 256 и сл. 

-- — конуса Ш, 269. 

— — пирамиды Ш, 259 и сл. 

— призматоида Ц, 267 и сл. 

— — призмы Ш, 259. 

— ТЪла съ поперечнымъ сФче- 

немъ О(х) Ш, 264. 
цилиндра Ц, 269. 
шара ИП, 269. 

— — эллипсоида П, 269. 
Измфреше окружности И, 309 
Измьреше отрфзковъ въ учени о по- 

доби Т, 276 и сл. 
— въ гиперболической геоме- 
три Г, 96 и сл. 
— въ проективной геометр1и 
1, 229 и сл. 
Изм5ренше плошадей, общая творя 
1, 292 и сл. 
— —_ кривыхь поверхностей 
П, 271. 
— —-. многоугольниковъ (въ три- 
гонометрии) П, 37, 39. 
— плоскихь треугольниковъ 
Г, 324; И, 25. 
— -_  сферическихъ треугольни- 
ковъ Ш, 139. 
— — четырехугольниковъ П, 29. 


Дополнительный уголь П, 4. 
ИзмЪрен1е площади эллипса И, 308. 
Изм5рене сторонъ въ сферической 
тригонометрии по Эйлеру ЦП, 43, 
по Мёб1усу Ц, 48. 
Измърене угловъ [, 307. 4 
Икосаэдрическое вращеше ЦП, 287. 
Икосаэдръ П, 287. 
Инверся 1. 47 и сл., 67, 78, 326, 1, 46. 
Инверсоръ 1, 82. 
Инлексъ сферическаго треугольника 
П, 53. 
Индусы 1, 314. 
Интуищя Ь 148 и сл 
Инцидентность |, 138, 144, 176. 
Исторйя геоместри 1, 5—7. 
числа л П, 313 и сл. 


Каганъ В. П, 256. 
Кавальери принципъ П, 262. 
Канторъ М. 1, 298, 308; П, 5 
Кантъ |, 133 исл, 154 и сл., 168, 292. 
Кардана формулы ЁЬ 23. 
Касаше окружностей 1, 330 и сл., И, 170. 
— — второго. третьяго порядка 
П, 221. 
—- четырехточечное П, 221. 
Касательная и нормаль къ эллипсу, вы- 
ходящя изъ данной точки П, 227 и сл. 
Касательная въ проективной геометр!н 
, 213. ъ 
въ тригонометрии П, 5,11, 1. 
— кь коническому сфченю П, 190 
и сл. 
къ сферической кривой П. 238. 
— къ эллипсу Ц, 207 и сл. 
Квадранты П, 9. 
Кевичъ (Кем сп) 1, 808. 
Кели мЪроопред$леше 1, 89, 173, 249 
и сл. 
СеБзсй А. №, 174. 
Клейнь Ф. [. 35, 37, 165; П, 89. 
Клиффордъ Г 138. 
Кпезег А. Г, 291. 
Когенъ ЁЬ 158, 170. 
Кбшег 1, 229. 
Коллинеащя [. 79, 142; П, 240. 
— на шарЪ 1, 240. 
Конгруэнтность въ плоскости 
— въ аналитической геометр!и 
(формальная) Ь 113. 
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Конгруэнтность въ пространств П, 250 
и сл. 
дугъ окружности 1, 275. 
идеальная РЁ, 16, 45, 145 и сл. 
осуществляемая съ помощью 
симметрии Ё 80. 
проективная 1, 229. 
эмпирическая Ё, 16 и сл., 145 и сл. 
Конечныя группы вращенй П, 281. 
Коничесвя сфчешя Г, 130. 
аналитичесюя П, 175 и сл. 
вдвойнЪ касаюцяся П, 221. 
несобственныя П, 193 и сл. 
проективныя [, 210 и сл. 
распадаюцияся П, 193 и сл: 
элементарныя 1, 334 и сл. 
—, главныя направлен!я въ нихъ 
П, 200. 

—, дискриминантъ ихъ И 203. 
‚ параметръ ихъ, 180, 181 исл. 
Конусъ, его объемъ П, 269. 

—, его поверхность П, 272. 

— ‚ его уравнене П, 306. 
Конфигурашя Т, 124. 
„Концы“ гиперболической прямой 

1, 89, 97. 
Координаты Декартовы П, 150, 293. 
косоугольныя |, 187. 
полярныя въ плоскости П, 151. 
въ пространствЪ П, 295. 
прямоугольныя въ плоскости 
Ц, 140. 
въ пространствЪ П, 2-4. 
сферическая П, 233. 

—, преобразоване ихъ ЦП, 185 и сл. 
Корпусь числовой 1, 245. 
Котангенсь НП, 5. 
Косекансъ П, 5. 
Косинусъ П, 4, 5 (примфчане). 
Косинусы направляюше П, 297. 
Кратность оси П, 283. 
Кратчайшее разстояше двухь прямыхъ 

П, 248. 
Кривая линя, направлене ея И, 209. 
Кривизна П, 220 и сл. 

—, мфра ея |, 165; И, 221. 

—, ращусъь ея П, 221. 

—, центръ ея И, 222. 
Криволинейные сферичесве много- 

угольники 1, 78; П, 61. 


Кривыя второго порядка П, 188. 
Лагранжъ Ш, 171. 

Ламберть 1, 8, 317; П, 11. 

Лампе [, 319. 

Лейбницъ 1, 37, 173, 264, 275, 292, 316. 
Лежандръ 1, 77. 

— , его теорема П, 143. 
Леонардъ Пизанский 1, 314. 
Ли 8. 
группы [, 89, 137. 
Линдеманъ 1, 174, 318. 
Линейное уравненше П, 155. 
численное многообраз!е 1, 
и сл. 

Линейность многообразия 1, 123. 
Линейный эксцентриситеть П, 177, 181. 
Линейныя подстановки П, 86, 9$ и сл. 
Линейчатыя поверхности И, 267, 307. 
Лин и тригонометрическя П, 11. 
Линя, замкнутая однократно 1, 292. 
Ливя, 1, 10 и сл. 

центральная двухъ окружностей 
П, 170. 

увилль [, 318. 

Лобачевскуй Г, 8, 75. 

Лудольфово число 1, 313. 
Лудольфъ ванъ Цейленъ 1, 315. 
Лучи, пучокъ ихъ П, 160. 

Лучъ, вращене его И, 7, 150. 
Льюилье формулы Ш, 125. 
Льюилье-Серре формулы П, 113 и сл. 
ЛЪвая система П, 56, 244. 
Лъвостороннее вращеше П, 49. 


Масфеллеръ Г, 331. 

Математика приближенная 1. 35 и сл., 
153 и сл. 

Махъ [, 123. 

Мёб1уса поверхность Ь 10. 

сферическй треугольникъ П, 47 

и сл., 53, 89. 

Мёб1усъ П, 47, 63. 

Между 1 28, 43, 106. 

Менелая теорема 1, 108; П, 165. 

Меридональная плоскость П, 296. 

Метагеометрия 1, 8, Зри сл. 

Метрика 1, 77, 91. 

гиперболическая 1, 96 и сл., 252 

и сл. 

Метрика параболическая Т, 252 и сл. 

проективная [, 229 и сл. 
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Метрика учеёя о подоби 1, 148 и 
Механика неевклидова [, 164, 166. 
Меуег Ег. И, 31. 
Милиновск!й 1, 68. 
Мико\ $ ПН, 256. 
Мнимая ось гиперболы П, 179. 
Многообразе линейное 1, 121, 127 и сл. 
численное |, 101. 
Многоугольникъ криволинейный }, 78. 
— правильный 1, 303 и сл.; И, 37 и сл. 
сферическй П, 61, 65. 
—, основныя формулы П, 34 и сл. 
—, рышене его П, 34 и сл., 37 и сл. 
Моллерупъ [, 266, 291. 
Мольвейде уравненйя П, 28. 
Муавра формула ИП, 23. 
МЪра дуги (угла) ЦП, 8. 
крнвизны 1, 165; П 221. 


Сл. 


— объема И, 256. 
— площадн 1, 299. 
— угла И, 7. 


МЪроопредълеше Кели [, 89, 173, 249 
и сл. 


Наименоване чиселъь 1, 308. 

Направлеше асимптотическое П, 178, 

181, 192 и сл. 

кривой лини И, 209. 

Направленя въ пространствЪ П, 297. 

Направляюше косинусы ИП, 297. 

Наторпъ 1, 154, 158, 173. 

Натуральная геометрия 1,24 и сл., З1и сл. 

Недостатокъ сферический П, 126. 

Неевклидова геометрия 1, 75. 

механика [, 164, 166. 

Непера правило Ц, 76, 111. 

Неперовы аналоги И, 72 и сл., 85, 123. 

Несобственные сферичесвые треуголь- 

ники П, 85, 88, 98. 

элементы 1, 115, 118. 

Несобственныя коничесюя сЪчешя 
П, 193 и сл. 

НесоизмЪримость 1, 279. 

Николай Кузансюй 1, 315. 

Никомахъ [, 7. 

Нормали и нормальныя плоскости въ 
пространств$ П, 246. 

Нормаль къ эллипсу Ш, 209, 227 и сл. 

Нормальный видь уравнешя окруж- 

ности Ш, 166. 

плоскости |, 301. 


Нормальный видъ уравиевя прямой 
П, 154. 

Нулевая окружность Ё 61; [, 166. 

сфера 1, 59; П, 304. 

Нулевое вращене П, 279. 

Ньютонъ [, 147, 156, 264. 


Объемъ П, 256 и сл. 

конуса П. 269. 

пирамиды П, 259 и сл. 

—  призматоида И, 267 и сл. 

призмы Ц, 259. г 

тетраэдра Ш, 302 и сл. 

тъла съ поперечнымъ сЪчешемъ 

ОС) 1, 264. 

цилиндра П, 269. 

шара П, 269. 

эллипсоида НЦ, 269. 

Обыкновенный сферичесвый треуголь- 
никь П, 52. 

Однократно замкнутая лин Г, 292. 

Окружности, ихъ касаше 1, 330 и сл.; 

П, 170. 

второго, третьяго порядка, ихъ 

касане Ц, 221. 

Окружность даметральная 1, 64. 

кривизны ЦП, 220. 

- неевклидовой геометрии [, 83 и сл. 

нулевая [, 61; П, 166. 

ортогональная 1, 63; Ц, 175. 

выпрямлене ея |, 309, 318 и сл. 
—, дьлене ея 1, 303 и сл. 
—, уравнеше ея Ш, 166. 

Октанты П, 298. 

Октаэдрическое вращеше П, 287 . 

Октаэдръ П, 291. 

Опредфленя у Евклида 1, 6, 13, 24. 

у Гильберта 1, 139. 

Ортогональная окружность [, 63; П, 175. 

Ортогональное пересфчеше окружно- 
стей 1, 51, 57, 61. 

Оси вращеня 

подобя 1, 329; П, 170 и сл. 

эллииса И, 177. 

эллипсоида П, 306. 

Осовная теорема проективной геометрия 
[, 207, 245 (примЪчан!®). 

Основные образы геометр1и простран- 
ства П, 241. 


Основныя понятЯ: 
— — критика эмпиризма 1, $ 2, $3. 


` 


Основныя понятя: 
идеализмъ |, $ 14. 
— —_ номинализмъ 1, 31. 
— — возможность логическаго 
формализма [, $ 13. 
Основныя точки эллиптическаго пучка 
окружностей 1, 60. 
— —  Пучка коническихъ сфченй 
П, 220. 
Основныя формулы тригонометрии 

П, 1З и сл. 

Осуществлене гиперболической и эл- 
липтической геометр!и |, 68 и сл. 

— параболич. геометрии 1, 87 и сл. 
Оси координатъ П, 149. 

— эллипса 1, 177. 

— эллипсоида (Ц, 306. 

Ось гиперболы мнимая П, 179. 

— радикальная 1, 56, 58. П, 172 и сл. 
Отношеше ангармоническое 1, 97, 246. 
Отображене, см. инверся, коллинеащя. 

— конформное, или сохраняющее 

углы 1, 78; Ш 46. 

Отражения Г, 78, 79. 

ОтрЪзки, измЪрене ихъ въ учени о 
подоби 1, 276 и сл. 

—, система ихъ 1, 280 и сл. 
ОтрЪзокъ 1, 107, 183. 

-_ , его длина 1, 100, 108. 
Отсутстйе противорфчЧя въ аксюмЪ 

1, 119. 


Паппусъ [, 7. 

Пара прямыхъ П, 206. 

Пара точекъ гармоническая 1, 191: П, 166. 
— —_ связки окружностей 1, 63. 
— — си сферъ 1, 67. 

Парабола |[, 335 и сл.; Ц, 182. 

—, вершина ея Ц, 184. 

—, директрисса ея 1, 183. 
Параболическая метрика 1, 252 и сл. 
Параболоидъ И, 807. 

Параллели, см. параллелизмъ. 

— асимптотичесвя Г, 74. 

—, акчома о параллельности 1, 6 

и сл., 72 и сл., 14. 
—, поняте о параллельности 1, 12, 
13, 263 и сл. 

Параллелизмъ [, 119, 254, 263. 

Параллелограммъ 1, 296, 

—  силь Ь 161. 
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Параллелограммъ сопряженныхъ лйа- 

метровъ эллипса П, 216. 

Параметръ коническаго сЪчешя П, 180, 
181 и сл. 
— пучка П, 160. 
Паскаля предложен: 1, 216. 
Пашь [, 27, 71, 133. 
Псано 1, 266. 
ПеремЪститсльная группа 1, 106. 
Пересфчеше окружностей по даметру 

(ортогональное) 1, 51, 57, 61. 
Периметръ правильнаго многоуголь- 

ника П, 37 и сл. 

— треугольника П, 23 и сл. 
Пер!одичность тригонометрическихь 

функщ П, 9. 

Перспективные пучки 1, 201. 
л-число 1, 313 и сл. 

—, трансцендентность его |, 318. 
Пирамида, мЪра объема П, 259 и сл. 
Пирамидальное вращене П, 285. 
Пиеагоръ 1, 297. 

— ‚ теорема его 1, 286, 297. 
Планиметр!я: глава ПМ — 1, 261 и сл. 
Платонъ [, 12, 25, 131, 150, 170, 261, 292. 
Плоская тригонометрия П, 3. 

Плосве углы трехграннаго угла 1, 42. 

— —_ ТЬлеснаго угла Ц, 250. 
Плоскость меридональная П, 296. 
Плоскость радикальная 1, 56. 

—  проективная Г, 176. 

—  экваторальная П, 

эмпирическая 1, 13, 25. 

въ пространствЪ ИП, 241. 
уравненше ея П, 301. 
Площадь, см. изм5рене поверхностей 

и объемовъ. 

— рашональная П, 140. 

—  сферическ. треугольника П, 139. 
Г Товерхности линейчатыя П, 267, 307. 
Поверхность второго порядка (степени) 

1, 129 и сл.; И, 304 и сл. 

— конуса П, 272. 

— Мёблуса 1, 10. 

— цилиндра НП, 262, 272, 

— шара П, 

—  эмпирическая 1, 10 и сл. 
Подгруппы П, 106. 

Подстановки линейныя П, 86, 99 и сл. 

—, группы ихь И, 104. 
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Подобе 1, 151, 276 и сл. 
—  треугольниковь 1, 283. 
Подобе, центръ его 1, 277. 
Подобе при подобномъ расположени 
В. 
Полигонометр:я П, 34 и сл. 
Полуоси эллипса ИП, 177. 
эллипсоида П, 306. 
Полюсъ, поляра при коническихъ с$- 
ченяхь |, 224 и сл.; П, 227. 
на сферь Ц, 56 и сл. 
Полярное преобразоване на сферЪ 
П, 62. 
разстояне П, 296. 
Полярный треугольникъ 1, 253. 
сферичесвй Ц, 62. 
Полярныя координаты въ пространствЪ 
И, 295. 
на плоскости П, 151. 
Поняпе о равносоставленныхъ фигу- 
рахъ [, 293. 
о числЪ [, 264. 
Поперечное сфчеше 1, 37. 
Порядокъ оси П, 284. 
Порядокъ (степень) тригонометриче- 
скихъ формуль 1, 63, 71 и сл. 
функщи И, 188. 
Построенйя съ помощью линейки 1, 19 
и сл. 
Правая (правосторонняя) система П, 56. 
въ пространствЪ Н, 244. 
Правило Непера И, 76, 111. 
пловца Ампера И, 245. 
Правильные многоугольники [, 503 и сл.; 
1, 37 и сл. 
Правильныя тфла И, 277 и сл. 
Правостороннее вращеше Ц, 49. 
Прелложене Бр1аншона 1, 216. 
Паскаля [, 216. 
о хордахъ и сфкущихъ Ь 325. 
Предложен о конгруэнтности [, 265. 
о подо@и треугольниковъ [, 283. 
Преобразовае аффинное 1, 80, 142; 
И, 240. 
координатъ И, 185 и сл. 
Приближенная геометрия 1 35 и сл, 153. 
математика | З5 и сл., 153 и сл. 
Призма (прямая) И, 259. 
Призматоидъ П, 267. 
Принципъ Кавальери П, 262. 


Проективная геометрия Т, 173 и сл. 
—, основная теорема 1, 207, 245 
(примЪчан!е). 
метрика 1, 229 и сл. 
плоскость Ё, 176. 
скала 1, 233 и сл. 
точка зря на параллелизмъ 
1, 19 исл,, 254, 263. 
Проективное соотвфтстве 1, 202. 
Проекщя на сферЪ, теорема ИП, 65. 
стереографическая П, 43 и сл. 
Проклъ 1, 7. 
Пропоршя трехчленная |[, 104. 
Пространство абсолютное 1, 147. 
Противорасположенныя точки 1, 178. 
Прямая въ пространствЪ П, 241. 
эмпирическая 1, 12, 25, 28. 
—, параметрическое выражеве ея 
1, 105. 
—, уравнеше ея П, 154 и сл. 
Прямоугольный сферический треуголь- 
никъ |, 75, 119 и сл. 
Психологическая сторона проблемы о 
пространствЪ 1, 172 и сл. 
Птоломей 1, 314. 
—, теорема 1, 31. 
Пучекъ коническихь сфченй П, 220. 
лучей П, 160. 
окружностей ТГ, 59. 
‚ Параметръ его Ц, 160. 
сферъ 1, 66; П, 305. 


Равенство, см. конгруэнтность- 
Равновелия плошади |, 298. 

тБла П, 256. 
Равносоставленныя тфла ИП, 256. 
фигуры 1, 293. 
Равносторонняя гипербола Ш, 207. 
Радикальная ось [, 56, 58; П, 172 и сл. 
плоскость [, 56. 

Радикальный центръ Г, 57, 58; Ц, 174. 
Радусъ кривизны П, 22]. 

круга вписаннаго и внЪфвписан- 
наго 1, 324; П, 25. 

въ сферичесый тре- 
угольникъ П, 137. 
описаннаго 1, 325; П, 14. 
сферическй П, 61. 

Развертка эллипса 1, 226. 

Разстояше полярное И, 256. 


Райз Г, 68, 130, 216, 229. 
Распадаюцщйяся коничесюя сЪчешя 
П, 193 и сл. 
Расположене 1, 43, 71, 106, 178; 
П, 244. 
Ращональная площадь Ц, 140. 
— точка 1, 235. 
Реальность [, 162. 
Рети 1, 293. 
Риманъ [ 8, 37, 75, 76, 136. 
Родственные треугольники П, 102. 
Родь оси П, 202. 
Виаю 1, 316. 
Рьшеше треугольниковъ плоскихъ 
1, 321 и сл.; П, 23 и сл. 
— —  сферическихь П, 119 и сл., 
126 и сл. 
— четырехугольниковъ П, 28 и сл. 


Саккери 1, 8. 
Связка окружностей 1, 62. 

— сферъ 1, 66; П, 305. 

Связиость 1, 35, 292; П, 289. 

Секансъ П, 5, 11. 

Середина, опредфлеше ея 1, 91. 

Серре формулы Ц, 125. 

Сильвестръ [, 138. 

Символическое умножеёе вращен!й 
П, 278. 

— —_ субстаншй ИП, 97. 
Симметрия [, 27, 78, 266. 
Синтетическая геометрия П, 149. 
Синтетическое суждене 1, 157. 
Синусъ П, 4 и сл., 5 (примфчан:). 

— въ плоской тригонометрии, тео- 

рема [, 111 ПШ, 13. 
— въ сферической тригонометрии, 
теорема И, 67 и сл., 122. 
— угловой П, 303. 
Синусы вершинъ П, 68. 
Система отрЪзковъ 1, 280 и сл. 
Система лЪвая П, 56, 244. 

—  чиселъ [, 308. 

$1 топ М. Г, 172. 
Скала проективная 1, 233 и сл. 
Скрещивающяся прямыя П, 241. 
— —, кратчайшее разстояне ихъ 
П, 248. 
Сложеве тригонометрическихъь функ- 

ШИ, теорема П, 17. 

Снелл!усъ (З$пеШиз) 1, 315. 
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Собственные сферическе треугольники 

П, 85, 88, 98. 

Согруппа П, 109 
СоизмЪримость 1, 279. 
Соотвфтстве, сохраняющее расположе- 

ве элементовъ [, 202. 

Соотношеня алгебраическя между три- 
гонометрическимп функщями Й, 1Зи сл. 

Соприкосновеше П, 221. 

Сопряжене 4 видовъ, теорема 1, 236. 

Сопряжешя аксомы [, 42, 71, 173 и сл. 

Сопряженные д1аметры эллипса П, 214. 

— полудаметры П, 219. 

-  тетраэдры ЦП, 56. 

Сопряженныя вращения П, 279. 
направлен!я коническаго сфченя 
П, 200. 
точки сфти ЕЁ? |, 130. 

— хорды П, 215. 
Сорасположенныя точки [, 178. 
Составлеше вращенй П, 278. 

—  субститущй (подстановокъ) И, 98, 

106. 
Сохранеше угловъ при инверсии |, 51. 
Степень инверси [, 47. 
— точки относительно окружности 
1, 53; Н, 166. 
— точки относительно сферы 1, 54; 
П, 305. 
Стереографическая проекщя И, 43 и сл. 
Стереометрия П, 241. 
Ступень |, 121. 
Стюарта теорема П, 32. 
Стюди (Зау) [, 138; П, 69, 73. 

—, теорема Ц, 94. 

—, треугольникъ Ц, 102. 

Сужденя аналитичесвя 1, 157. 


`Сумма угловъ плоскаго треугольника 


Ь 75 и сл., 112, 268. 
— -сферическаго треугольника 
П, 140. 
Существоване чиселъ, выражающихь 
объемъ тфла ПШ, 270. 
Сфера нулевая |, 59; П, 304. 
—, пучокъ ихъ 1, 66; П, 305. 
Сферика ПШ, 41. 
— аналитическая П, 232. 
Сферическая гипербола И, 234. 
—  тригонометря Ш, 116. 
Сферичесвме многоугольники П, 61, 65. 


ООО ЧИ 


Сферическе треугольники несобствен- 
ные П, 85, 88, 98. 
- — обыкновенные ЦП, 52. 
—- — собственные 1[, 85, 88, 98. 
— — эквивалентные П, 87. 
—, Площадь ихъ Ц, 139. 
— — рышене ихь ШП, 119 и сл., 
126 и сл. 
Сферичесюй недостатокъ П, 126. 
— центръ, радусь П, 61. 
—  эллипсъ П, 234. 
Сферичесвюя координаты П, 233. 
Счислеше отрЪзковъ 1, 229, 276. 
Съкуния и хорлы, проходяшёя черезъ 
постоянную точку [, 325. 
Съть сферъ |, 53 и сл.; П, 305 
СЪчене Дедекиндово |, 196. 
— золотое 1, 306. 
— поперечное 1, 37. 


Теорема А поллон1я ЦП, 219. 
— Дезарга ЁЬ 69, 124, 134, 184 
П, 161. 
— Лежандра ЦП, 143. 
— Менелая Т, 108; П, 165. 
— Пиеагора 1, 286, 297. 
— Птоломея [, 314. 
-- Стюарта П, 32. 
— Стюди 1, 94. 
— Чевы ПЦ, 165. 
Теорема Эйлера о многогранникахъ 
П, 288. 
Теорема косинусовъ въ плоскости 
ИЕ Ш, М. 
— — на сферъЪ П, 65. 
— о проекшяхъ (на сферЪ) П, 65. 
— синусовъ въ плоской тригоно 
метри 1, 112; П, 13. 


— —_ въ сферической тригономе-. 


три И, 67 и сл., 122. 
— сложевя тригонометрическихъ 
функшй П, 17. 
— сопряженя въ 4 дъйствяхъ 1, 236. 
— тангенсовъ въ плоскости П, 27. 
— — на сферЪ ИП, 73. 
Теор!я группъ въ сферической триго- 
нометрии П, 104 и сл. 
Теор!я познаня 1, 131 и сл. 
Тетраэдрическое вращеше П, 286. 
Тетраэдръ сопряженный П, 56. 
—, объемъ его И, 302 и сл. 


Типъ сферическаго треугольника 
Гаусса-Стюди Ш, 86. 
— — Мёбтуса Ц, 53. 
Точка 1, 9 и сл., 28 
высоть |[, 289; И. 161. 

— идеальная въ гиперболической 

ь геометрии |, 72. 

— касавя (проективное опред$ле- 

не) 1, 212. 
— рашональная 1, 235. 
Точки Брокара П, 33. 
Точки пересфченя двухъ окружностей 
П, 169. 
— — коническихь сЪченй П, 196 
и сл. 

— —_ прямыхъ Ц, 157. 

— — — съокружностями П, 167. 
Точность тригонометрическихъь вычи- 

слешй П, 116 и сл. 
Трансцендентность числа л 1, 318. 
Треугольники плосюе, р5шеше ихьъ [, 

З21 и сл.; И, 23. 
родственные И, 102. 

—  сферичесве, рЬшене ихъ И, 119 
и сл., 126 и сл. 

— — собственные И 85, 88, 98. 

— — эквивалентные |, 87. 
Треугольникь въ аналитической гео- 

метр!и П, 160 и сл. 
Треугольникъ въ сферической геометр!и 

Гаусса-Стюди ЦП, 85 и сл. 

Мёб1уса П, 47 и сл., 89. 

Стюди П. 102. 

Шиллинга ЦП, 108. ъ 

Эйлера ЦП, 42. 

— полярный 1, 253. 

— — сферический В, 62. 
Трехточечное касане ЦП, 221. 
Трехчленная пропорщя 1, 104. 
Тригонометричесыя лиши П, 11. 

— функщи ЦП, 4. 

— —  нЪкоторыхь отдфльныхъ уг- 

ловъ П, 12. 

— —_, ихь перюдичность И, 9. 
Тригонометр!я плоская П, 3. 

— сферическая ИП, 116. 

Тъла правильныя 

— равновелиюя П, 256. 

—  равносоставленныя П, 256. 
ТЪлесные углы Ц, 249 и сл. 


Угловой синусъ ИП, 303. 
Углы вертикальные П. 249. 
дополнительные Ц, 250. 
тБлесные Ш, 249. 
Уголъ (формальное опредфлене } 1, 256; 
П, Зи сл., 7. 
вписанный |, 275. 
въ сферической тригонометрии 
И, 42, 48, 53, 88. 
двугранный П, 246. 
дополнительный П, 4. 
между плоскостью и прямой П, 
245 и сл. 
пересЪкающихся окружностей 
1, 50. 
—, дьлеше его П. 20 и сл. 
—, дБлеше его на градусы Ъ 808. 
—, измъреше его 1, 307. 
—, мБра его Ш, 7. 
Удвоеше угла ЦП, 18. 
Умножеше угла П, 20 и сл. 
Уравнене конуса П, 306. 
линейное П, 155. 
окружности П, 166. 
параболы, отнесенное къ вер- 
шинЪ |, 184. 
плоскости Й, 301. 
поверхностей 2-го порядка 
П, 304. 
прямой П, 154. 
сферической прямой П, 234. 
эллипса и гиперболы ИП, 179. 
— — —_ сферическихъ П, 237. 
Уравненя Мольвейде П, 28. 
Учеше о подоб1и, метрика [, 148 и сл. 


Ферма ПЦ, 149. 

Физюлогическая сторона проблемы о 
пространствЪ [, 172 и сл. 

Фокусъ [, 337; П, 175, 214. 

Формализмъ (Номинализмъ) 1, З1и сл. 

Формула Герона 1, 324. 

Кардана И, 23. 

Муавра Ц, 23. 

Формулы Деламбра И, 77 и сл., 124. 

Льюилье Ц, 125. 

Льюилье Серре Ц, 133 и сл. 

Серре П, 125. 

Формулы гонюметричесвя П,’17 и сл. 

перехода въ сферической триго- 

нометрии Ц, 119. 
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Формулы тригонометрическя перваго 
порядка П, 63 и сл., 85. 

Формулы гонюметрическ!я второго по- 
рядка П, 76 и сл. 

Фоссъ 1, 156, 171. 

Функцш тригонометрическя П, 4. 

нЪкоторыхь отдфльныхь уг- 

ловъ П, 12. 

Функщоналъ 1, 127. 

Функщя, порядокъ П, 188. 


Хорды и сфкущя 1, 325. 
Христофель 1, 137. 


Цейтенъ 1, 341. 

Центральная линйя двухъ окружностей 
Ц, 170. 

Центральныя поверхности 2-го порядка 
П, 306. 

Центръ гиперболы ЦП, 179. 

идеальный гиперболической ок- 

ружности Ь 87. 

кривизны П, 221. 

кривой 2-го порядка П, 202 и сл. 

подобя 1, 277. 

радикальный 1, 57, 57; П, 174. 

сферическй П, 61. 

двухъ окружностей [, 326. 

эллипса П, 177. 

Циклиды 1, 122. 

Цикличесюя вращеня И, 

Цилиндръ, поверхность его П, 262, 272. 


Чевы теорема П, 165. 
Четырехточечное касаше П, 221. 
Четырехугольникъ, четырехсторонникъ 
П, 70, 186 и сл. < 
вписанный ПИ, 30, 32. 
—, рышенве его Н, 28 и сл. 
Числа, измфряющия объемы, существо- 
ване ихъ 1, 256, 270. 
-_, наименоваве ихъ [, 308. 
‚ система ихъ № 308. 
Численное многообразие 1, 101. 
Численный эксцентрниситетъ П, 177, 181. 
Число, поняте 1, 264. 
— Лудольфово 1, 313. 
В, В 
—-, трансцендентность его |, 318. 
Числовой корпусъ Ё, 245. 


Шаръ, его поверхность Й, 274. 
его уравнене П, 304. 


Шатуновский 1, 256. 

Швейкартъ Г, 8. 

Шёнеманъ (Зсббпетапи» 1, 298. 

Шестидесятиричная` система 1, 308 и 
сл., 314. 

Шиллингъ (ЗсВИпе) П, 103. 

Шопенгауэръ Г, 168. 

Штейнеръ (Зетег 1, 19, 131. 

Штекель (ЗсКе!) Т, 8, 159, 166, 171. 
319. 


Эспбиез$ П, 103. 

ЭсНиг [, 89, 291. 

Эволюта эллипса П, 232. 

Эйлерова теорема о многогранникахъ 

П, 283. 

Эйлеръ [, 316; Н, 42. 

—, треугольникь П, 42. 
Экватор!альная плоскость П, 295. 
Эквивалентные сферическме треуголь- 

ники И, 87. 

Экономя мышленя Ё 123. 
Эксцентриситетъь линейный и `числен- 

ный ЦП, 177, 181. 

Элементы несобственные 1, 115, 118. 


Г 
Эллипсоидъ П, 306, 308. 
Эллипсоидъ, главныя оси и полуоси 
его П, 306. 
Эллипсъ [, 386 и сл.; П, 175 и сл. 
— сферическй П, 234. 
—, вершина его Н, 177. 
—, главныя оси и полуоси его Й, 177. 
—, даметръ его ИП, 178. 
—, касательная къ нему П, 207 и сл. 
—, площадь его П, 308. 
—, развертка его И, 226. 
—, уравнене его П, 179. 
—, центръ его ЦП, 177. 
—, эволюта его Н, 232. 
Эллиптическая геометрия 1, 72 и сл., 
75, 119. 
Эмпиризмъ Г, 9 и сл. $ 14, 255 и сл. 
Эмпирическая плоскость [, 13, 95. 
— поверхность [, 10 и сл. 
— прямая 1, 12, 25, 28. 
Эрмитъ 1, 318. 


Янке 1, 131. 


Оалесъ Милетскии Т, 275. 
@еонъ 1, 7. 


Книгоиздательство научныхъ и попу- 
А ] ЕЗ ( Ь пярно-научныхъ вочиненйЯ изъ обла 
ети физнко-математическихъь наукъ. 

Одесса, Новосельская 66. 


=> пон Ш Л —> 


вышли въ св$тъ сл6дующя изданйя: 


Дет е. СВ. проф. Физика иеба *). Перев. съ нфм. подъ ред. прив.-доц. 
А. Р. Орбинскаго. УШ--250 стр. 8°. 66 черн. и 2 ивътн. рис. въ тек- 
стЪ. Черная и спектральная таблицы. 1905. ЦР. 2— 
Научность содержан, ясность и простота изложеня и превосходный пере- 
водъ соперничаютъ другъ съ другомъ. Русская Мысль. 
Е а Е а ные 2 се ОЗ ВОЕИИАНАВОНЫ. 


ДЕРАГАМЪ, Г. проф. Сборникъ злемектариыхь опытовъ по фвзик® *) 
Перев. съ франц. подъ ред. прив.-доц. Б. 77. Вейнберга. 

Часть [: ХУ1--272 стр. 8". Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. Ц. 1 р. 50 к. 
Систематически составленный сводъ наиболЪе удачныхъ, типичныхъ и поучи- 
тельныхъ опытовъ. Влъстникь и Бибмотека Самообразованля. 

Часть П: 484 | ЕХХУ стр. 8*. Свыше 400 рис. 1906. Ц. Р. 2. 75 к. 


Мы надъемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой каждой 
физической лаборатори въ Росси. Русская Мысль. 
И 


СПВХИ ФИЗИКИ *). Сборникъ статей, подъ ред. „Взьстн. Онызнной Фи- 
зики и Элементарной Математики“. 2-е издаше \1--148 стр. 8°, 
41 рис. и 2 таблицы. 1907. (Печатается 3-е, издан!е), Ц. 75 к 


Нужно надфяться, что послфднее.. послужитъ къ широкому распространено 
этой чрезвычайно интересной книги. Русская Мысль. 
НЫЕ а ЕЕ: 


ДУЗРБАХЪ, Ф. проф. Царица ма и ея т5иь*). Общедоступное изложене 

основанй ученя объ знерги и энтроши. Пер. съ нём. УШ-56 

стр. 8°. 4-е издаше. 1910. Ц. 40 к 
СлФдуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересиой. 

ЯКурн. М. Н. 11р. Проф. О. Хвольсонв. 


Пеюкомъ, С. проф. Астрономйя для вехь*). Перев. съ англ. подъ ред. 
прив.-доц. 4. Р. Орбинскаго. ХМ --286 стр. 8°. Съ портретомъ автора, 


64 рис. и 1 табл. 1905. Ц. Р. 1. 50 к. 
И вполнф научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга... пе- 
реведена и издана очень хорошо. Вэъстник5 Воспитаня. 


ЕБЕРЪ, Г.н ВЕЛЬШТЕЙНТЪ, 1. проф. Энциклопедя элементарной алгебры *). 

Т. Г. Перев. съ нЪм. подъ ред. и съ прим$ч. прив.-доц. В. Ф. Кагана. 

ХМ --623 стр. 8°. Съ 38 чертеж. 1907. Ц. Р.З. 50 к. 

Вы все время видите передъ собой мастера своего дфла. который съ лю- 
бовью показываеть велия твореня человЪческой мысли, извфстныя ему до 
тончайшихъ подробностей. Педагогический Сборник. 


Ден. Р. проф. Непрерывиость и ирращональныя числа *). Перев. 
съ нём. съ примЪч. прив.-доц. С. О. Матуновскаго; съ присоедине- 
мемъ его статьи: Доказательстко существования траисцеидеитныхъ 


чисель. 2-е изд. 40 стр. 8°. 1909. Ц. 40 к. 
Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по содержаню 
трудъ... Русская Школа. 


*) Изданя, отмльченныя звъьздочкой, Учен. Ком. Мин. Нар. Пр. 
признаны заслуживающими внимашя ири пополнеши учен. библотекь 
среди. учебн. заведений. 


КНИГОИЗЛАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


ь А. проф. Безпроволочкый телефонъ. Пер. съ нЪм. подъ ред. „Вуьсяян. 
[@) 


7. Физ. и Эл. Мат“ 28 стр. 8 Сь 23 рис. 1909 Ц. 30 к. 
Ш" Ф. проф. Спектръ и форма атомовтъ. РЬчь ректора Мюн- 
хенскаго университета. 25 стр. 16°. Изд. 2-ое. 1909. Ц. 15 к. 


КуУтЮРА, Л. Алгебра логики. Перев. съ франи. подъ редакшей и съ при- 
м5чанями проф. И. Слеигинскаго. 128 стр 8°. 1909. Ц. 90 к. 


у=———00ры—_ыИ——Пд—д———ж—ддидддк 
ЕБЕРЪ Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ [., проф. Эицивлопелн элементарной геометр/и. 
Томъ П, книга 1. Осковашя геометр!и. Пер. съ н5м. подъ ред. и съ 
примБч. прив.-доц. В. Ф. Кагана. ХИ- 362 стр. 8°. Съ 144 черт. и 5 


рис. 1909. ПЕ 15% 3 
Е. © М Е Ак. ВИНЕ ЗЕЕ ИИ о 9 
ДоРЕВЦЬ, Г. проф. Курсъ Физики. Пер съ н5м. полъ ред проф. Я. П Ка- 

стерина С 

Т. 1. УШ-Е348 больш. стр. Съ 236 рис. 1910. Ц. Р. 2. 75 к. 
Т. 1. УШ--466 стр. болыии. 8°. Съ 256 рис. 1910 Ц. Р. 3. 75 к. 
ГЕРВЕТЬ В. А. Объ едикствБ кещества. 46 стр. 160. Ц. 25 к. 


УЧЕЕМАНЪ. Н. проф. Происхождене цвфтовъ спектра. Съ приложенемъ 
статьи В. Ритна. „Линейные спектры и строеве атомовъ-. 50 стр. 16° 
Ц. 30 к. 


И 0. ИЕ _. нь ЗИК, 
Цеюкомъ, С. проф. Теотя движен!я Луны. (Истор!я и современное состо- 
янНе этого вопроса). 26 стр. 16° Ц. 20 к. 


Е Е нь > НЕЕ, 
Цтоссовский. А проф Основы метеорологи. Х\1--525 стр. большого 80 
Съ 199 рис., 2 цвфлн. и 3 черн. табл. 1910. Ц Р. 4.- 


Кзлокори, Ф проф. Истор!я элемеитариой математики (съ нфкоторыми ука- 
занями для препод.) Перев. съ англ подъ ред. и съ примЪч прив - 
доц. И Ю. Тимченко. ХИ 368 стр. 8°. Съ рис. 1910. Ц. Р. 250 к. 


АМЗАЙ, В. проф. Введене въ изучене физической хим. Перев. съ 
англ. подъ ред. проф. 77. Г. Меликова. 1У-Е75 стр. 167. 1910. Ц. 40 к. 


р": С. Геометричесвн упражненя съ кускомъ бумаги. Пер. съ англ. 
ХУН-173 стр. 160. Съ 87 рис. и чертежами. 1910. Ц. 90 к. 


Томсовъ. Дн. Дж. проф. Корпускуляриая теор!я вещества Переводъ съ 
англйск. Г. Левинтова. подъ ред. „Вст. Он. Физ. и Эл. Мат“ 
УШ-Н62 стр. 80. Съ 29 рис. 1910. ПС. 0 № 


Е Ще ар 
ГРАФеъ, К. Комета Галлея, Пер. съ нфм 1-72 стр. 16°. Сь 15 рис. 
Издане второе исправл. и дополненное 1910 Ц. 30 к 


ЦимеюрРЪ Р.. Воздухоплавае. Научныя основы и техническое развипе. 
Пер. съ нфм. Т\+161 стр. 89. Съ 52 рис. 1910. Ц. 90 к 


Галлеева Комета въ 1910 году. Общедостунное издан1е. Содержанге: 
О вселенной—О Кометахъ-—О кометь Галлея. 32 стр. 8°. Сь 12 
иллюстраШями 1910. Ц. 12 к. 


КлйзЗЕРЪ Г. проф. Развит!е современной спектроскоши. Пер. съ ньм. 
подъ ред „Вестн. Ом. Физ, и Эл. Мат.“ 45 стр. 16° 1910. Ц. 25 к. 


АМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы. Книга для юношества, объ- 
ясняющая явленя, которыя находятся въ противорф4 съ повсе- 
дневнымъ опытомъ. Пер. съ нм. УШ--193 стр. 8° Съ 67 рис. Ц. Р. 1. 20 к. 


ДВЕВЕРЪ и ВЕЛЬШТЕЙНЪ, проф. Энциклопедя элементаркой математики. 
Т. П, кн. 2 и 3. Тригонометря, аналитическая геометря и стереометрия. 
Пер. съ нЪм. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. МШ-Е 322 стр. 8°.Съ 112 рис. 
1910. Ц. Р. 2. 50 к. 


Е а А Е АЕ 
КагАнъ В, прив.-доц. Что такое алгебра? 72 стр, 16° Ц. 40 к. 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


ПЦЕРРВ, ДЖ. проф. Вращающийся волчокъ *). Публичная лекщя. Пер. съ англ. 

УШ-Н95 стр. 8°. Съ 63 рис. 2-е изд. 1908. Ц. 60 к. 
Книжка, вооШю показывающая, какъ люди истиннаго зная, не цеховой 
только науки, умъютъ распоряжаться научнымъ матер!аломъ при его попу- 
ляризаши. Русская /Пкола. С. Шохорз-ТГроипаи. 
Е ЕЕ Е ЕЕ ЗЕЕЕЕЕЕЕВЫВИЕЕЕНЫНЕ ИНЫЕ 


ШЕРлЬ, К. Химичесве опыты для юношества. Перев. съ н56мецк. подъ 
ред. лаборанта Ё. С. Ельчанинова. П-|-192 стран. 8°. Съ 79 рисун- 
ками. 1907. Ц. Р. 1. 20 к. 
Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ книг сохра- 
няешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надежныхъ 

рукахъ... учить серьезной наукЪ въ болЪе легкой формЪ$. 
Дейзсйг Е уйг ГеркуиШейиезет ний радагоряясйе Гиекайиг. 


о РЕ а о ее 
Вене 3. про,» Введеше въ геодезаю _). Перев. съ нфмецк. 80 стр. 16. 

Съ 14 рисунк. 1907. Ц. 35 к 
Излагаеть основы низшей геодезм, имя въ виду пользоване ею въ школЪ 
въ качествЪ практическаго пособ1я... Изложене очень сжато, но полно и 
послфдовательно. Вопросы Физики. 


аль, Б. проф. Философская хрестоматая”). Пер. съ нм. Ю. 4. Говснева 
подъ ред. и съ пред. проф. 12. Я „Ланге. МН-171 стр. 8°. 1907. Ц.Р. 1.— 
... Для человЪка, занятаго самообразовашемъ и немного знакомаго съ фило- 
софлей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный матер!алъ. 
Вопросы философ и исихологц. 


авт в, С. Игры со спачвамн. Задачи и развлечения. Пер. съ нЪм. 
146 стр. 16”. Свыше 250 рис. и черт. 1907. Ц. 50 к. 


ыы В. проф. Современиое развит1е физики*). Пер. съ англ. подъ ред. 
прив.-доц. 6. М. Вейнберга и А. Р. Орбинскаго. Съ приложеншемъ 
рёчи 4. Бальфура: НЪеколько мыслей о новой теори вещества. 
УШ-|-319 стран. 8. Съ 5 портрет., 6 таблиц. и 33 рисунк. Ц. Р. 2. — 
Старается представить въ стройной и глубокой систем всф явленя физи- 
ческаго опыта и рисуетъ читателю дфйствительно захватывающую картину 


грандлозныхъ завоеван! человфческаго геня. Современный М1рь. 
учинсний, Н. проф. Лекщи по бактерологи. \У1И-135 стр. 8°. Съ 34 
черными и цвЪтными рисунками. 1908. Ц. Р. 1, 50 к. 


риги, А. проф. Современкая теоря фнзическихъ явлений *) (юны, элек- 
троны, радюактивность). Пер. съ 3 итальянск. изданя. УП--146 
стр. 8". Съ 21 рис. 1910. Второе издазие. Ц. 90 к. 
Книгу Риги можно см$ло рекомендовать образованному человфку, какъ луч- 
шее имъющееся у насъ изложеше новЪЙшихъ взглядовъ на обширную об- 
ласть физическихъь явленй. Педагогический Сборнинь. 


Етоссовсвй. А. проф. Физическая жизнь нашей планеты на осиова- 
ии современкыхъ воззрЬнйи *). 46 стран. 8°. 2-е издаше, испр. и до- 
полн. 1908. Ц. 40 к. 
РЬдко можно встрЪтить изложен!е, въ которомъ въ такой степени соединя- 
лась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увлекательностью рЪчи. 
Педезогический Сборнике. 


ть П. и АППЕЛЬ, Я. Историчесная физина *). Пер. съ нём. подъ ред. 

„Вьстн. Оплытн. Физики и Элементарн. Матем.“ Въ 2-хъ том. 

большого формата, 875 стр. Съ 799 рис. и 6 отдльными табл. 1908. 

Ш ЮГ бк 

„Нельзя не привфтствовать этого интереснаго издания... Книга читается легко; 

содержить весьма удачно подобранный матер!алъ и обильно снабжена хорошо 
выполненными рисунками. Переводъ никакихъ замфчанй не вызываетъ“... 

Проф. О. Хвольсонъ. Ж. М. Я. ПР. 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ“. 


РРЕЮШУСТЪ, СВ. проф. Образоваше м!ровъ *). Пер. съ нм. подъ ред. проф. 
К. Д. Покровскаго. 208 стр. 8°. Съ 60 рис. 1908. |022 10.70) 


Книга чрезвычайно интересна и богата содержанемъ. Педагог. Сборн. 


АГАНЪ, В. прив.--доц. Задача обосноваюя геометрии въ совремекной 
постановк$. Рфчь, произнесенная при защит диссерташи на степень 
магистра чистой математики. 35 стр. 8°. Съ 11 чертеж. 1908. Ц. 35 к. 


2 Ба ЕВ СЕ Е Е Е 
ИММЕРМАНЪ, В. проф. Объемъ шара, шарового сегмента и шарового 


слоя. 34 стр. 16°. Съ 6 черт. 1908. Ц. 25 к. 
Распространенйе подобнаго рода элементарныхъ монографй среди учащихся 
весьма желательно. Русская Школа. 
ОЕ В ОЕ КЕ 


реги, А. проф. Элентричеокая природа матери *). Вступительная лекщя. 
Пер. съ итальянскаго. 28 стр. 8°. 1908. Ц. 30 к. 
Эта прекрасная рфчь обладаетъь всЪми преимуществами многочисленныхъ 
популярныхъ сочинешйй знаменитаго профессора Болоиьскаго университета. 
7К. М. Н. Пр. Проф. О. Хвольсоиъ. 


Де” 0. проф. Жидые нристаллы и теорйи жизни. Пер. съ нфмецк. 
П. В. Казанецкаго. 1У--43 стр. 8°. Съ 30 рис. 1908. Ц. 40 к. 


ГЕЙВЕРГЪ, 1. проф. Новое сочинете Архимеда*). Послаше Архимеда къ Эрато- 
сеену о нЬкоторыхъ вопросахъ механики. Пер. съ нЪм. подъ ред. и съ пре- 
дисл. прив.-доц. 27. Ю. Тимченко. Х\-|-27 стр. 8°. Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к. 
Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой драго- 
цфнной научной находкой... Образование. 


ЕЙНБЕРГЪ, Б. П. прив.-лоц. СиёгЪ, иией, градъ, ледъ и ледники *) 
1/--127 стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. 1909. О 1 

Машез5 можетъ гордиться этимъ издашемъ. 
К. М.Н. Пр. Проф. О. Хвольсонъ. 


ОВАЛЕВСЕИЙ, Г. проф. Введеше въ исчислеюе безконечно-малыхъ *). 
Перев. съ нёмецкаго подъ редакц. и съ прим. прив.-доц. С. О. Ша- 


туновскаго. МШ-|-140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. Ш в 
Книга проф. Ковалевскаго, несомнфнно, прекрасное введеше въ высшй 
анализъ... Русская Школа. 


ЕВЕ ра ыы Е Е 

првиСОЬ. СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добыван!е св$та *). Обшедоступная лекщя 

для рабочихъ, прочит. на собрани Британск. Ассощшащи 1906. Перев. 

съ англ. УШ--88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к. 

Въ этой весьма интересно составленной рфчи собранъ богатый матералъ 
п вопросу добывая свЪта. 

С. М. Н. Пр. Проф. О. Хвольсонъ 


ЛАБИ, А, проф. Резонансъ и затухае электрическихъ колнъ. Пер. съ 
нм. подъ ред. „Вст. Опыт. Физ. и Элемент. Мазем.“. 42 стр. 
8°. Съ 36 рис. Ц. 40 к. 


_ ии 
(СЕАЙДЕРЪ, проф. Картина мфа въ свётБ современнаго естествознаея. 
Перев. съ нЪм. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. МШ-Е198 стр. 8°. Съ 
16 отд. портретами. 1909. Ц. Р. 1. 50 к. 
Книга касается интереснфйшихъ вопросовъ о природф. //е94г0г. Сборник. 


Рамзай, В. проф. Благородные н радоактивные газы. Пер. подъ ред. 
„Взьстн. Он. Физ. и Эл. Мат.“ 37 стр. 16°. Съ 16 рис. 1909. Ц 25 к. 


А АРАлрлииЙилии_и__и 
РУНИ, К. проф. Твердые растворы. Пер. съ итал. подъ ред. „Всян. Оя. 
. Физ. и Эл. Мази.“ 87 стр. 16°. 1909. Ц. 25 к. 


Воть, Р. С. проф. ВБка и приливы. Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доп. 
А.’Р. Орбинскаго. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. 66 7 < 


